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(Introduction

« Le hasard n’est que la mesure de notre ignorance. »

Alfred Capus, Les pensées.

C’est en cherchant a en tirer avantage, en particulier dans les jeux de cartes ou de
dés, que 'Homme a débuté sa quéte de quantification de ce qu’on appelle le « hasard ».
Cette volonté qui, suivant les époques, a tantot été considérée comme hérétique tantot
comme prétentieuse, semble surtout manquer de réalisme.

« Le hasard, c’est Dieu qui se proméne incognito. »
Albert Einstein.

C’est pourtant ce qui a progressivement conduit a faire passer la notion de probabi-
lité d'une opinion, apanage d’une élite chez les Grecs anciens, a une idée philosophique
a partir du Moyen-age pour devenir un objet mathématique a la fin du XV I1I° siecle
avant de converger, durant la premiére moitié du X X° siecle, vers la théorie mathéma-
tique que nous allons étudier ici.

La puissance de ce concept mathématique permet de modéliser toutes les situations
ou le hasard intervient, dépassant largement le cadre restreint des jeux, motivation
initiale. Comme le précise S. Méléard dans son cours a I’Ecole Polytechnique, Aléatoire
MELEARD 2010



« La modélisation probabiliste est fondamentale dans tous les domaines
d’application, qu’ils soient issus des sciences dures ou des sciences hu-
maines, de la physique (physique quantique, physique des particules), de
la climatologie, de la biologie (mutations du génome), de I'écologie (varia-
bilité des comportements individuels ou variations environnementales), de
I'informatique et des réseaux de télécommunications, du traitement du
signal et de la parole, de la médecine (imagerie médicale), de I'’économie,
I'assurance, la finance (marchés boursiers), ou de la sociologie. »

Dans notre vie quotidienne, nous avons tendance a considérer que seuls les faits les
moins agréables sont le fruit du hasard :

« Le hasard fait parfois singuliérement les choses - expres, dirait-on,
pour nous empoisonner ['existence. »

Jean-Yves Soucy, Un été sans aube.

Précisons donc que le hasard se doit d’étre invoqué des lors que nous nous trouvons
confrontés a un fait que nous sommes incapables de prévoir avec certitude. Soumis
continuellement a un certain nombre d’incertitudes et a une volonté naturelle de nous
rassurer, nous nous sommes fait notre propre idée sur le concept de probabilité et
sur son utilisation. Si le « bon sens» et 'intuition nous retiennent, le plus souvent,
de commettre de grossiéres erreurs d’interprétations dans les situations courantes, il
est important de garder a |’esprit que le passage d'un questionnement concret a la
quantification des choix possibles, requiert bel et bien de passer par une, toujours
délicate, modélisation mathématique.

Cette difficulté essentielle qui consiste a passer d'une situation de la vie quotidienne
a un modele mathématique suffisamment simple pour autoriser les calculs mais suf-
fisamment complexe pour crédibiliser le choix de la modélisation, est au coeur du
calcul de probabilités. En effet, dans le cadre du modele, il est possible de faire de la
prédiction, de la prise de décision ou méme de |’expérimentation numérique grace a
des simulations.

Lincroyable diversité des phénomenes dans lesquels le hasard intervient a long-
temps contribué a restreindre, I'étude des probabilités a un catalogue de méthodes a
appliquer au cas par cas. Ce n'est qu’en 1933, qu’Andrei Kolmogorov a offert un cadre
théorique suffisamment large pour que soit développée la théorie des probabilités.
Il s’est, pour cela, inscrit dans la suite des travaux de théorie de la mesure d’Emile
Borel (1897) et les travaux de théorie de I'intégration de Henri-Léon Lebesgue (1902),
faisant entrer les probabilités dans le cercle trés fermé des domaines fondamentaux des
mathématique.

Létude des probabilités est donc, avant tout, une étude théorique dans le cadre
d’'un modéle probabiliste. Dans ce cadre, il n’y a plus de place au hasard; les objets
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et notions mathématiques manipulés obéissent aux regles de I'analyse « classique ».
La possibilité de réinvestir certains les théoriques dans le cadre d'une situation réelle
pourrait presque étre considérée comme la récompense inattendue d’'un travail bien
fait.

La simplicité d’une situation réelle ou d'un énoncé concret donne souvent une
idée trompeuse de 'effort de modélisation mathématique qui sera nécessaire a sa
résolution. Accepter de procéder avec rigueur et méthode, comme on se doit de le faire
en mathématiques, vous aménera a découvrir une maniere moderne et captivante de
faire des mathématiques, idéalement adaptée aux besoins de I'ingénieur. L'objectif de
ce cours est de vous aider a ouvrir les yeux!

« Le bon sens, quoi qu il fasse, ne peut manquer de se laisser surprendre
d [occasion. Le but de la science est de [ui épargner cette surprise [...]. »

Bertrand Russell.






1.1

1. Fondement de la théorie des probabilités

« The theory of probability as mathematical discipline can and should
be developed from axioms in exactly the same way as Geometry and Alge-
bra. »

Andrei Kolmogorov, Foundations of the Theory of Probability.

Expériences et évenements aléatoires

Les mathématiques « déterministes » nous amenent a distinguer le vrai du faux, a
nous prononcer pour le « 1 » ou pour le « 0 » suivant une logique binaire. Pour pouvoir
traiter des problemes dont I'issue ne peut étre prévue de facon certaine, les probabilités
ouvrent I'intervalle de liberté existant entre le vrai (« 1 ») et le faux («0»). En ce sens,
les probabilités apparaissent comme une audacieuse généralisation des modes de
raisonnement classiques. Mais ne nous y trompons pas... 'il n'y a rien d’incertain dans
I'issue du probléeme étudié, il est parfaitement inutile de faire appel aux probabilités
puisque des siecles de travaux mathématiques nous permettent d’avoir une grande
confiance en ce que nous sommes en mesure de faire dans ce cas.

R Avant de vous lancer dans une modélisation probabiliste, assurez-vous d’étre en
présence d’'une expérience aléatoire.

Définition 1.1.1 — Expérience aléatoire. Une expérience aléatoire est une expé-
rience, E, renouvelable (en théorie si ce n'est en pratique), et qui, renouvelée dans
des conditions identiques ne donne pas forcément le méme résultat a chaque renou-
vellement.
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Une fois validé 'aspect aléatoire du probleme considéré, il faut délimiter les possibi-
lités d’expression du hasard. Pour cela, il faut situer précisément la source de 1’aléa et
déterminer toutes les issues possibles de I'expérience aléatoire.

Définition 1.1.2 — Espace d’états. L'ensemble Q de tous les résultats possibles
de I'expérience E est appelé espace d’états (associé a I’expérience E). Un résultat
possible de I’expérience est noté classiquement w. Ainsi, w € Q.

Les exemples suivants donnent un apercu de la palette de formes que peut prendre
I'espace d’états d’'une expérience aléatoire.

= Exemple 1.1 1. Onlance deux piéces : expérience aléatoire v/
Q={PPPF FPFF};
2. On lance un dé a six faces : expérience aléatoire v/
Q=1{1,2,3,4,5,6};

3. On envoie une fléchette sur une cible circulaire de 20 cm de diametre et on sou-
haite caractériser son point d'impact: Etoui! C’est une expérience aléatoire v/

Q:{(x,y),\/x2+y2510};

4. On étudie la durée de vie d'une ampoule électrique : expérience aléatoire v/
Q=R" = [0;00[;

5. On s’intéresse au temps d’attente devant le bureau du prof de proba sachant que
celui-ci pourra se libérer entre 13h et 15h : expérience aléatoire v/

Q=[0;2];

6. Sans plus de précision concernant la durée d’observation, on s’intéresse aux
temps de passage des véhicules a un péage autoroutier : expérience aléatoire v/

a=(m)";

7. On observe I'évolution du prix d'un actif financier sur un intervalle de temps
[t1, t2]. Afin de pouvoir décrire toutes les situations possibles on considere I'en-
semble des fonctions continues sur [#, f»], a valeurs réelles positives :expérience
aléatoire v/

Q=% ([[1, fg],IR+),

Sans y préter attention, nous avons déja commencé a modéliser mathématiquement
le probléme qui nous intéresse. Nous avons éliminé tous les événements impossibles
en rapport avec la situation d’intérét.
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Définition 1.1.3 — Evénement aléatoire. Un événement aléatoire est une propriété
de I'expérience aléatoire E dont on peut dire si elle est réalisée ou non une fois connu
le résultat de ladite expérience. Un événement aléatoire (associé a I’expérience E) est
donc une partie (un sous-ensemble) de Q.

R Les plus simples des évenements aléatoires sont les singletons {w} < Q. Ils sont
appelés événements élémentaires et ne sont pas les seuls événements aléatoires.

Voici quelques évenements aléatoires prolongeant les espaces d’états de I'exemple
précédent.

= Exemple 1.2 1. On lance deux piéces :
Ay ={PE FP};
2. On lance un dé a six faces :
A, = {Obtenir au moins 4} ;
3. On envoie une fléchette sur une cible [...] :
Az = «Toucher la cible » = Q;
4. On étudie la durée de vie d'une ampoule électrique :
Aq = {La durée de vie est comprise entre 2 et 3 ans},
que 'on réécrit mathématiquement :
Ay =12;3[;
5. On s’'intéresse au temps d’attente devant le bureau [...] :

As : «Il faut attendre moins d'une heure »,

ou encore
As =[0;1[;
6. On observe I’évolution du prix d'un actif financier sur un intervalle de temps
[, 2] [...]
Ag = {Le prix de lactif est inférieur a 100€},
ou encore

Ag= {a) €6 ([t1, ], R*), sup llw(r)< 100||},

teln, ]
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Ensembles ou événements, une question de vocabulaire...

Considérons un ensemble Q et A et B deux parties ou sous-ensembles de Q. Du
point de vu probabiliste, Q) est 'espace d’états et A et B sont des événements aléatoires.

Onnote AcQetB<.

Le principe de la modélisation mathématique consiste a faire correspondre les
opérations ensemblistes avec les opérations sur les évenements aléatoires.
1. L'évenement contraire de A est identifié a 'ensemble complémentaire de A
(dans Q). C’est 'ensemble formé par tous les éléments de Q2 n’appartenant pas a
A.
I'évéenement « NON A » est noté A°.

2. L'événement certain est identifié a I'ensemble Q tout entier puisque tous les
résultats possibles de I'expérience composent Q.

Q est'évenement certain.

3. L'événement impossible est identifié a I’ensemble vide @ puisque tout résultat
de I'expérience est nécessairement dans Q.

& est’événement impossible.

4. Les événements A et B sont simultanément réalisés si le résultat de I'expérience
appartient aux deux ensembles. C’est le cas si et seulement si ce résultat appartient
a l'intersection des ensembles A et B.

I'évenement « A ET B » est noté An B.

5. Les évenements A et B sont incompatibles s’il ne peuvent pas étre simultané-
ment réalisés. C’est le cas si et seulement I’éveénement « A et B » est I’événement
impossible.

I'événement « A ET B sont incompatibles » est noté An B = &.

6. Les évenements A ou B sont réalisés si le résultat de 'expérience appartient
au moins a I'un des deux ensembles. C’est le cas si et seulement si ce résultat
appartient a la réunion des ensembles A et B.

I'évenement « A OU B » est noté AU B.

7. Laréalisation de I'évenement A implique celle de I’événement B si le résultat de
I'expérience (qui appartient a A par hypothese) appartient également a B. C’est le
cas si et seulement si’ensemble A est inclus dans B.

I'événement « A IMPLIQUE B » est noté A < B.

Notons &« '’ensemble de tous les évenements aléatoires. D’aprés ce que nous ve-
nons de dire, il est important que </ présente des propriétés de stabilité vis a vis des
opérations sur les ensembles.



1.2 Equiprobabilité 15

Donc pour A, B € & il serait souhaitable que

Aceod,ANBed, AUBeA, QA etTeA. (1.1)

R J’attire votre attention sur le fait que A et B sont inclus dans Q (A,B < Q) et
appartiennent a of (A, B € /). Ce sont des sous-ensembles de Q) et des éléments
de o .

1.2 Equiprobabilité

La naissance du calcul des probabilités remonte aux travaux de Pascal et Fermat en
1654. IIs étaient a cette époque les deux grands mathématiciens européens et c’est tout
naturellement vers eux que se tourna le Chevalier de Méré, joueur et « bel esprit », pour
modéliser un jeu de hasard dont il était particulierement friand (cf DELLACHERIE 1994).

Comme le disait, avec une pointe d’ironie, J. Bertoin dans son cours de probabilités
a I'Université Paris VI (cf BERTOIN 2008) :

«On va voir comment on résolvait des problemes simples a la préhistoire
de la théorie. En fait, la plupart des notions importantes par la suite y fi-
gurent déja. La modernité fera son apparition dans les chapitres ultérieurs. »

Considérons donc un espace d’états de dimension finie, n, (n entier fixé) :
Q= {(Ul, ---,wn};
et, par analogie avec 'approche intuitive basée sur ’analyse fréquentielle, définissons
la probabilité Pr d'un évenement A c Q par:

Card (A)

PT(A):m

Nous venons de définir une application de I’ensemble & (Q2) de tous les sous-ensembles

de Q dans [0;1] :
Pr:22(Q) — [0;1]

r ) Notons que pour un ensemble Q fini, on peut montrer que & (Q) vérifie les pro-
priétés de stabilité espérées en (1.1).

I Exercice 1.1 Démontrer le résultat de la remarque précédente. .
Définition 1.2.1 — Equiprobabilité. Le cas que nous venons de décrire est le cas

d’équiprobabilité. On montre que tous les événement élémentaires {w;} € 2 (Q) ont
alors la méme probabilité de se produire :

1
Pr({fwi}) = Pr(fw2}) = ... = Pr ({w,}) = e (1.2)
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I Exercice 1.2 Démontrer (1.2). "

r ) Dansle cas d’équiprobabilité, la probabilité d'un événement A est « le nombre de
cas favorables divisé par le nombre de cas possibles ». C’est dans ce cadre que les
arguments d’analyse combinatoire sont tres utiles.

Propriété 1.2.1 On montre que :
Pr(Q)=1. (1.3)
Pour deux évenements A et B incompatibles :

ANB=J = Pr(AuB)=Pr(A)+Pr(B). (1.4)

I Exercice 1.3 Démontrer les résultats de la propriété 1.2.1. .
Des deux résultats précédents on peut également déduire les propriétés suivantes

Propriété 1.2.2 On a également

Pr(@)=0 (1.5)

Pr(A°)=1-Pr(A) (1.6)
our deux évenements A et B quelconques,

Pr(AuB)=Pr(A)+Pr(B)-Pr(AnB) (1.7)
our deux évenements A et B,

AcB= Pr(A)<Pr(B) (1.8)

Exercice 1.4 Démontrer les résultats de la propriété 1.2.2 grace aux résultats de la
propriété 1.2.1. Il est conseillé de se référer a la FIGURE 1.1. .

FIGURE 1.1 — Une idée de décomposition
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Définition d’une probabilité dans le cas fini

Afin d’éviter tout malentendu par la suite, il est primordial de noter dés maintenant
que

Diviser le nombre de cas possibles par le nombre de cas
favorables n’est pas la définition d’'une probabilité.

Il s’agit d'un cas tres particulier dans lequel tous les événements élémentaires ont la
méme probabilité de se produire.

Définition 1.3.1 Une probabilité sur un espace d’états fini Q = {w,, ...,w,} est une
application Pr : 22 (Q) — [0; 1] qui vérifie :

(i). Pour tout évenement A€ 22 (Q2), 0 < Pr (A) <1 (par définition);

(i). Pr(Q)=1;

(iii). Pour tous évenements A et B incompatibles de &2 (Q0) :

ANB=J = Pr(AuB)=Pr(A)+Pr(B).

Les différentes étapes que nous venons d’enchainer nous conduisent a la construction
d'un modéle probabiliste.

Définition 1.3.2 Un modéle probabiliste que I’on appelle également triplet proba-
biliste, est un triplet (2,22 (), Pr) constitué de I'’espace d’états (2, de '’ensemble
de tous les évenements possibles &2 (Q2) et de la probabilité Pr définie de ¢ définie
ci-dessus.

p ) Dansle cas d'un espace d’états ( fini, on a € = 2 (Q).

Les propriétés 1.2.1 et 1.2.2 restent valables dans le cadre de la définition 1.3.1 et on
peut préciser (1.4) par la propriété suivante.
Propriété 1.3.1 Pour toute famille (A;),<;<;, d’ évenements 2 a 2 disjoints, on a :

n
U A

i=1

Pr

Pr(A;j). (1.9)

n

i=1

I Exercice 1.5 Démontrer la propriété 1.3.1. .

On peut envisager de définir les probabilités sur les ensembles finis avec une ap-
proche plus analytique. Les deux propositions suivantes justifient cette démarche.
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Proposition 1.3.2 Dans le modele probabiliste (Q = {wy, ...,w,}, 22 (), Pr), la proba-
bilité Pr est entiérement définie par ses valeurs sur les singletons {w;} c’est a dire par

les réels
pi=Pr(lwi}),1<si<n

et pour tout A dans &2 (Q2) on a

Pr(A)= ) Pwi)= ) pi

wi€A wi€A

Proposition 1.3.3 Considérons un espace d’états fini Q = {w,,...,w,}. La famille de
réels { p,-}lS i<, définit une unique probabilité Pr sur (Q2, 2 (Q)) telle que

Pr({wi}) = pi
si et seulement si

n
Vie{l,.,n}, 0<p;<1 et ) pi=1
i=1

I Exercice 1.6 Démontrer les résultats des propositions 1.3.2 et 1.3.3. .

p ) Pour définir une probabilité Pr sur un espace d’états fini Q = {wy,...,wn}, «il
suffit » de se donner un n—uplet de réels positifs (ry,..., 7). On peut alors défi-
nir la constante de normalisation C =}"_, r; qui permet de définir le n—uplet
(p1, ..., pn) des p; ="i/ ¢ vérifiant les hypotheses de la proposition 1.3.3.

L’idée géniale de Kolmogorov

Bien qu’offrant un cadre propice a un calcul des probabilités « conforme a I'intui-
tion », la définition 1.3.1 ne permet pas de modéliser tous les cas d’expériences aléatoires
présentés dans I'exemple 1.1. En effet, mis a part les deux premiers cas, les espaces
d’états considérés ne sont pas des ensembles finis. Ils ne sont méme pas dénombrables!

Il est donc nécessaire d’étendre la définition 1.3.1 a des espaces d’états infinis non
nécessairement dénombrables. Il faut également garder a I'esprit les « contraintes » de
stabilité (1.1) qui s’étaient imposées d’elles-mémes compte tenu des opérations sur les
évenements aléatoires.

Pour mieux comprendre nos « nouveaux » besoins, intéressons-nous a une expé-
rience aléatoire consistant a étudier la premiere apparition d'un “Pile” dans des lancers
successifs d'une piéce de monnaie non truquée. Deux cas sont envisageables :

1. Le nombre n de lancers est fixé a I’avance;

2. Onlance la piece jusqu’al’obtention du premier “Pile”.
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Cas 1. Si le nombre 7 de lancers est fixé a 'avance, une expérience se résume a une
succession de n “Pile” (P) ou “Face” (F) c’est a dire, un mot de n lettres pris dans un
alphabet a deux lettres P et F. Mathématiquement, un évenement aléatoire sera un
n—uplet appartenant au produit cartésien :

Q={BF} x{PF}...x {P,F} également noté Q = {P,F}".

Q est alors un ensemble fini a 2”7 évenements élémentaires dont on peut considérer
qu’il sont équiprobables (de probabilité 2_") puisque la piéce n’est pas truquée. On

peut donc définir le modele probabiliste (Q2, 22 (Q2), Pr) pour lequel la probabilité
Pr:22(Q) — [0;1] est définie par :

Card(A)

VAeZ(Q), Pr(A)= on

(1.10)

Cas 2. Si le nombre 7 de lancers n’est pas fixé a I’avance, on ne sait pas combien de
lancers vont étre nécessaires pour décrire I’expérience aléatoire. Pour étre certain de
recenser tous les cas possibles il faut envisager tous les mots formés avec les lettres P
et F et de longueur infinie.
Lespace d’états est donc :

Q={PRAN,

C’est un espace d’états infini non dénombrable et les développements précédents
ne s’appliquent plus. Intéressons-nous alors simplement a I’événement :

A:«On ne tire jamais Pile ».

Cet évenement correspond a un unique élément de Q ,(F, F F, ...., F ....), mais comme
I’équiprobabilité n’a plus de sens ici, nous ne savons pas en calculer la probabilité.
En revanche, nous savons calculer la probabilité de I'évenement :

Aj 1 «On ne tire jamais Pile lors des n premiers lancers ».
En effet, puisqu’on se restreint a n lancers, on a, d’apres (1.10) :
Pr(A,)=2""

Du point de vue ensembliste, la suite (A;),>; est une suite décroissante puisque
Vn=1, A,+1 € A, et Aestlalimite de cette suite puisque :

A= A

n=1
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Pour des raisons de cohérence avec la modélisation que nous cherchons a étendre,
on s’attend a ce que :

P(A):P(r}ijgoAn):’}Lrglopr(An):o, (1.11)

mais pour cela, les axiomes de la définition 1.3.1 et en particulier le troisieme per-
mettant une additivité (simple), ne sont pas suffisants...

Exercice 1.7 Démontrer que Vn € IN, {B, F}"* est dénombrable.
Démontrer que {P, F }]N* est non dénombrable. n

C’est 1a qu’intervient I'idée géniale de Kolmogorov : définir le modeéle probabiliste
(Q, o7, P) comme étant la donnée de :

¢ un espace d’états Q;

e une tribu & sur cet espace;

e une mesure P: o — [0;1].

Théorie de la mesure et probabilités

Cette partie du cours, essentielle a la compréhension en profondeur de la notion de
probabilité. Je vous recommande donc la lecture de trois ouvrages de référence sur le
sujet que sont le cours LE GALL pas de date de Jean-Francois Le Gall a 'ENS, Intégration,
probabilités et processus aléatoire, le livre BARBE et LEDOUX 2007 de Philippe Barbe
et Michel Ledoux Probabilité (au singulier!) et I'incontournable ouvrage de Patrick
Billingsley Probability and Measure BILLINGSLEY 1995.

Soit un ensemble Q et (P) (Q2) 'ensemble des parties de Q2 qui peut étre un ensemble
fini, dénombrable ou infini non dénombrable.

La théorie de la mesure distingue alors deux type de sous-ensembles stables de
22 (Q), les algebres (de Boole) et les tribus.

Définition 1.5.1 — Algébre de Boole. Un sous ensemble € de &2 (Q2) est une algébre
(de Boole) si :

(). Qe€;

(ii). % eststable par passage au complémentaire :

VAEP(Q), AcE€ = A€ €,
(iii). % est stable par réunion finie :

VAl,...,AnECg, AlU...UAnEcg. (1.12)

R ) Pourl'axiome (iii) de la définition 1.5.1 on peut se contenter du cas n = 2 puisque
le cas général s’en déduit par récurrence.
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Propriété 1.5.1 Par passage au complémentaire dans (1.12), une algebre de Boole
est également stable par intersection finie.

R L'algebre de Boole remplit toutes les conditions de stabilité (1.1) permettant la
définition d’'un modéle probabiliste sur un espace d’états fini.

Définition 1.5.2 — Tribu. Un sous ensemble of de 22 (QQ) est une tribu ou une
o —algebre (de Boole) si :
). Qeof;

(ii). < eststable par passage au complémentaire :
YAEP(Q), Aceod = A°e o,
(iii). € est stable par réunion dénombrable :

pour toute suite (A;),en d'éléments de <7, U Aped. (1.13)
nelN

I Propriété 1.5.2 Par passage au complémentaire, une tribu est également stable par
intersection dénombrable.

I Exercice 1.8 Démontrer les propriétés 1.5.1 et 1.5.2. 0

« Toute tribu est une algebre, la réciproque est fausse.

o of ={@,Q} estla plus petite tribu sur Q. C’est la tribu grossiére.

o of =22(Q) est la plus grande tribu sur Q. C’est celle que nous choisirons
systématiquement lorsque Q sera fini ou dénombrable.

Définition 1.5.3 — Tribu engendrée. Soit C une partie de 22 (Q2). On appelle tribu
engendrée par C la plus petite tribu contenant C.

Proposition 1.5.3
¢ La tribu engendrée par C c &2 (Q2) existe puisque £ (Q2) est une tribu contenant
C.
o Comme une intersection dénombrable de tribus est encore une tribu, la tribu
engendrée par C c 22 (Q) est 'intersection de toutes les tribus contenant C.

Exercice 1.9
1. Montrer qu'une intersection dénombrable de tribus est encore un tribu.
2. Montrer qu'une réunion dénombrable de tribus est encore une tribu.
3. Montrer que la tribu engendrée par C c &2 (Q) est I'intersection de toutes les
tribus contenant C.
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Définition 1.5.4 — Tribu borélienne. Si Q) =IR, on appelle tribu borélienne la tribu
engendrée par les intervalles ouverts de IR. Elle est notée 28 (IR).

Proposition 1.5.4
e Latribu borélienne £ (IR) contient tous les intervalles ouverts, fermés ou semi-
ouverts de IR. Il en est de méme de toute réunion, finie ou dénombrable, d’in-
tervalles (ouverts, fermés ou semi-ouverts) de IR
¢ La tribu borélienne 28 (IR) peut étre engendrée par I'une quelconques des 4
classes suivantes d’intervalles de IR :

(a) A&7 =]-o00;x] pour x€IR;
(b) &1 =]-00;a] pour ac€Q;
() &1 =]—o00;x[ pour x € IR;

(d) A1 =]-o00;al pouracQ;

I Exercice 1.10 Démontrer la proposition 1.5.4. n

Le fait de pouvoir associer a notre espace d’états un ensemble de parties « suffisam-
ment » stable, nous permet de définir un espace mesurable.

Définition 1.5.5 — Espace mesurable - ensemble mesurable.
¢ Le couple (Q, «/) formé par un ensemble Q et une tribu o/ sur Q est appelé
espace mesurable.
¢ Un élément A de «f est appelé ensemble mesurable.

On peut ensuite, introduire la notion de mesure de laquelle découlera celle de
(mesure de) probabilité.

Définition 1.5.6 — Mesure. Une mesure sur I'espace mesurable (Q2,</) est une
application u: «f — [0;+oo[ qui vérifie les propriétés suivantes
i). p@)=0;

(ii). Pour toute famille (A;) v d’ensembles mesurables deux a deux disjoints,

u( U An) =D [(An) (1.14)

nelN nelN

Le triplet (Q, o/, 1) est appelé espace mesuré.

p ) Parmiles propriétés des mesures, il y en a une qui est particulierement intéressante
lorsqu’on se souvient du questionnement sur lequel nous étions restés en (1.11).
En effet, pour toute famille d’ensembles mesurables (Bj,) e, décroissante (au
sens de I'inclusion), on a bien :

u(ﬂ Bn)=,;iggolu(3n).
nelN

Merci Kolmogorov!
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1.6 Définition générale d’une probabilité

Lidée de Kolmogorov est donc de présenter la probabilité comme une mesure dont
les propriétés correspondent a celles que nous attendons mais la probabilité n’est
pas une mesure quelconque. En particulier, le fait que la probabilité d'un évenement
quelconque ne puisse dépasser 1 nous oblige a préciser la mesure a laquelle nous nous
intéressons.

Définition 1.6.1 — Mesures particuliéres. Considérons un espace mesurable (Q, <)
et une mesure y sur cet espace.
(i). p estdite o— finie s’il existe un recouvrement U,y A, de Q par une suite
(An) e d’éléments de of de mesure finie (Vne N, u(Ap) < +00);
(ii). p estdite finie si y(Q) < +oo;
(iii). p estune probabilité si u(Q) =1.

Nous sommes désormais en « mesure » ' de modéliser les cas plus exotiques d’expé-
riences aléatoires, grace a la notion de probabilité que I'on définit simplement par

Définition 1.6.2 — Probabilité. Une probabilité sur ’espace mesurable (Q, of) est
une application P: o — [0;1] qui vérifie les deux axiomes suivants :
@. PQ)=1;
(ii). o—additivité : Pour toute suite dénombrable (A,),cn d’événements de </
deux a deux disjoints,

P( U An) =Y P(Ap) (1.15)

nelN nelN

R Une probabilité est une mesure finie majorée par 1.

La définition suivante est fondamentale en Probabilités. Elle introduit une notion de
“vrai” et de “faux” qui abandonne le caractere absolu qu’on lui connait habituellement
pour dépendre de la probabilité choisie sur ’espace d’états.

Définition 1.6.3 Soit (2, <, P) un modele probabiliste.

<
e Un évenement de probabilité nulle est dit négligeable (Qpas impossible) ou
faux P—presque siirement;

¢ Un évenement de probabilité 1 est dit P—presque certain (@pas certain) ou
vrai P—presque stirement.

p ) Enabrégé, P—presque stirement sera noté P—p.s. ou méme p.s. si le contexte ne
laisse pas de place au doute sur la probabilité P de référence.

1. NdlIr : humour de probabiliste...
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Le résultat suivant, que nous avons déja évoqué en référence a (1.11) est un élément
important pour le calcul des probabilités

Proposition 1.6.1 Soit P, une probabilité définie sur (2, </). On a alors les deux pro-
priétés équivalentes suivantes :
(i). Pour toute suite dénombrable d’évenements (A;) e, Croissante (au sens
de l'inclusion), on a:
P( U An) = lim | P(A,). (1.16)
nelN (G CS
(ii). Pour toute suite dénombrable d’événements (B;,) ,en, décroissante (au sens
del’inclusion), on a:

P( N B,,) =lim | P(B,). (1.17)
nelN n—0co

Exercice 1.11 Démontrer la proposition 1.6.1. Il est conseillé de montrer (i) puis (i)
< (ii). -

Un exemple d’application de cette proposition est la démonstration de la propriété
suivante.

Propriété 1.6.2 Soit P, une probabilité définie sur (Q2, /). Soit I un sous ensemble
fini ou dénombrable de IN. Considérons alors la famille (A) s, finie ou dénom-
brable, d’évéenements de «f. On a alors :

P(U An)SZP(An). (1.18)

nel nel

Exercice 1.12 Démontrer la propriété 1.6.2. Il est conseillé de commencer par le cas
ou I est un ensemble fini et d’en déduire le cas ou1 I est dénombrable. n

Probabilité sur un espace d’états dénombrable

p ) Grace aux propriétés des séries a termes positifs, ce cas a été étudié en classes
prépa. En effet, grace a la proposition 1.6.3 qui étend les propositions 1.3.2 et 1.3.3,
définir une probabilité sur un espace d’états dénombrable est une chose simple.

Considérons donc un espace d’états dénombrable Q = {wg, w1, ..., wy, ...} pour tout
n € IN. Comme nous 'avons précisé plus haut, la tribu naturellement associée a un
espace d’états fini ou dénombrable est 22 (Q2).

Proposition 1.6.3
¢ Une probabilité P sur un espace dénombrable (2, 22 ((2)) est entiérement ca-
ractérisée par sa valeur sur les singletons {w,,}.
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o Etant donnée une suite (p,) e de réels tels que :

0<pp<1, et ) pp=1,
nelN

il existe une unique probabilité P telle que pour tout A€ 22 (Q)),

P(A=) Plw)= ) pn (1.19)

wpeA w;€A

Exercice 1.13 Démontrer la proposition 1.6.3. Cette démonstration requiert une
certaine maitrise du calcul des séries. Je vous invite donc a effectuer les révisions
nécessaires a cette occasion! "

1.7 Mesures et densité de Radon-Nikodym

La mesure de comptage

Définition 1.7.1 — Mesure de comptage. Soit (E,&) un espace mesurable pour
lequel E est un sous ensemble fini ou dénombrable de IR?. La mesure y définie par :

VA€E, u(A) =) 6.(A (1.20)

x€eE

est appelée mesure de comptage sur E.

I Propriété 1.7.1 La mesure de comptage sur un ensemble fini ou dénombrable est
o-finie.

p) En particulier, la mesure de comptage sur (IN, 22(IN)) est o-finie.

I Exercice 1.14 Démontrer la propriété 1.7.1. .

La mesure de Lebesgue

Définition 1.7.2 — Mesure de Lebesgue.. Considéronsl’espace mesurable (IR, Z(IR)).
La mesure de Lebesgue, A, est définie par :

VAe B(R), A(A) :inf{ Y (i-ap)lAc | ]ai;bi[}. (1.21)
ieIlN ielN

Linfimum porte sur tous les recouvrements dénombrables de A par des intervalles
ouverts |a;; b;[ avec a; < b;.

r ) En particulier, pour tout intervalle I de la forme |a; bl, |a; b], [a; b[ ou [a; b] avec
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a < blamesure de Lebesgue de I est lalongueur de 'intervalle :

A =b-a.

I Propriété 1.7.2 La mesure de Lebesgue est o-finie.

I Exercice 1.15 Démontrer la propriété 1.7.2. .

Le Théoreme de Radon-Nikodym

Définition 1.7.3 Soient i et v deux mesures définies sur un espace mesurable (E,&).
On dit que u est absolument continue par rapporta v si:

VAe&, v(A)=0= u(A)=0. (1.22)

On note u < v. v estla mesure dominante et u est la mesure dominée.

Théoreme 1.7.3 — Corollaire du théoréeme de Radon-Nikodym. Considérons yu et v,
deux mesures positives o-finie sur un espace mesurable (E, &). Alors u est absolument
continue par rapport a v si et seulement si il existe une fonction mesurable positive,
f, telle que:

VAe&, u(A):ffdv(:ffﬂAdv). (1.23)
A E

Onnote: f = %.

R Le corollaire du théoréme de Radon-Nikodym ci-dessus est une condition néces-
saire et suffisante pour qu'une mesure i admette une densité par rapport a la
mesure V.

En probabilités, ce théoreme est trés important puisqu’il affirme qu'une mesure de
probabilité P (qui est une mesure positive finie... donc o-finie) admet une densité si et
seulement si on peut exhiber une mesure positive o-finie qui domine P.

Or toute mesure de probabilité discrete sur (E,&) est dominée par la mesure de
comptage sur E et s’écrit sous la forme P(A) = Z Px0x(A).

x€E
D’une maniere générale, une mesure de probabilité P sur |’espace probabilisable

(E,&) peut s’écrire sous forme intégrale grace a sa densité f :
VAe&, P(A) = f fdv,
A

ou v est une mesure o-finie dominant P.

C’est le prolongement naturel de 1'idée géniale de Kolmogorov : donner un cadre
calculatoire a la théorie de probabilités grace a la théorie de I'intégration de Lebesgue!
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« Toute connaissance dégénére en probabilité. »
David Hume, Traité de la nature humaine.

Le concept d'indépendance est sans doute la premiére notion importante ou la
théorie des probabilités se différencie nettement de I'intégration. Afin de I'introduire
nous devons tout d’abord parler de conditionnement. Ce chapitre se concentre sur le
conditionnement et I'indépendance d’événements. La notion d’'indépendance sera ap-
profondie dans le Chapitre 5 qui définit I'indépendance entre des variables aléatoires ou
entre des tribus. La notion de conditionnement sera elle approfondie dans le Chapitre 8
qui introduit ’espérance conditionnelle.

Probabilité conditionnelle

La notion de probabilité conditionnelle permet de prendre en compte, en cours
d’expérience, une information supplémentaire dont on ne disposait pas au moment de
la modélisation. En particulier lorsqu'un événement B se réalise, on peut utiliser cette
information pour affiner la probabilité d'un évenement A.

Définition 2.1.1 Considérons le modele probabiliste (Q, </, P). Soient alors deux
évenements A et B de <.
La probabilité conditionnelle de I'évenement A sachant que 'événement B est
réalisé est notée :

Pg(A)=P(Al|B),
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et définie par

PUNB) by £0
Pp(A) = P(B) . (2.1)
P(A) sinon

p ) Lorsqu’on sait que I'événement B est réalisé, on peut dire avec certitude que le
résultat de 'expérience aléatoire est dans B. Tout se passe donc comme si I'espace
n’était plus Q mais B. Quel que soit I’événement A considéré, il est alors naturel
de ne s'intéresser qu’a la partie de cet évenement compatible avec B, c’est a dire
An B. Lactualisation de la probabilité de A sera donc proportionnelle a P (An B).
Dans (2.1), P (B) joue alors le role de la constante de normalisation déja évoquée
dans la remarque suivant la proposition 1.3.3.

Proposition 2.1.1 Soit B un évenement de (Q, <, P) de probabilité strictement posi-
tive. Alors Pp est une probabilité sur (Q2, &) et (2, &/, Pp) est donc un modéle proba-
biliste.

I Exercice 2.1 Démontrer la proposition 2.1.1. 0

En utilisant le conditionnement de fagon séquentielle, il est possible de caractériser
completement la probabilité d'une intersection finie d’événements quelconques.

Propriété 2.1.2 — Formule des probabilités composées. Considérons une famille

n
M Ak

k=1

finie (A) d’évenements de «f tels que P > (0. Alors:

n
k=1’

P(AinAxn..NnA,)=P(A1) P(A21A1)P(A3l|A1NAp)..P(AplA1NnAxN...NAp-1).
(2.2)

r ) LaFormule des probabilités composées s’avere particulierement utile lorsque I'on
s’'intéresse a un enchainement d’expériences aléatoires dont les issues tiennent
compte de ce qui s’est déja passé lors des étapes précédentes.

I Exercice 2.2 Démontrer par récurrence la propriété 2.1.2. .

Formule des probabilités totales et formule de Bayes

Soit (2, &/, P) un modéle probabiliste. Considérons alors un évenement A de «f dont
on cherche a connaitre la probabilité P (A).

Le calcul « direct » de cette probabilité peut étre tres complexe et une décomposition
de A sur une famille finie ou dénombrable d’événements plus « simples » peut s’avérer
nécessaire.

Propriété 2.2.1 — Formule des probabilités totales. Considérons une famille, finie
ou dénombrable (B,),¢;, I <IN, d’évenements de «f formant une partition de Q.
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Alors, pour tout évenement Ade «/ ona:

P(A)=) P(ANBy). 2.3)

nel

r ) Rappelons que la famille (By,) 4¢1, I <IN, est une partition de Q si:

¢ Les B, sont deux a deux disjoints;
o | B, =Q, (la notation ! rappelle que la réunion est disjointe).
nel

Exercice 2.3 Démontrer la propriété 2.2.1 qui est une conséquence immédiate de la
définition 1.6.2. .

Propriété 2.2.2 — Formule de Poincaré. Considérons une famille finie (A;;)”

m=1’
d’évenements quelconques de <f. Alors :
n n k
P( U Am) =Y D" 'pr=p1-p2+..+ (D" pp. (2.4)
m=1 k=1

ol, pour tout k € {1,...,n} les

Pk = > P(A;N..nA;)
i,..,igef{l,.., n
l1<sii<..<ip<n

sont les sommes, sur toutes les combinaisons possibles, des probabilités des inter-
sections de k éléments de (Ap,)}, ;-

Exercice 2.4 Démontrer la propriété 2.2.2. D'un point de vue mathématique, cette
démonstration ne requiert que la maitrise technique de la démonstration par récur-
rence. Il est cependant fortement recommandé de se munir de feuilles A3 et d'une
quantité suffisante de tisane apaisante. .

Grace aux probabilités conditionnelles, il est également possible de décomposer un
évenement quelconque sur une suite finie ou dénombrable d’évenements disjoints de
probabilités connues.

Propriété 2.2.3 — Enoncé conditionnel de la Formule des probabilités totales.
Considérons une famille, finie ou dénombrable (B},),c;, I <IN, d’événements de
(Q, </, P) formant une partition de Q. Alors, pour tout événement A de o/ ona:

P(A) =) P(AIB,)P(By). (2.5)

nel

Exercice 2.5 Démontrer la propriété 2.2.3 qui est une conséquence immédiate de la
propriété 2.2.1. n

Le résultat suivant, issu des travaux du révérend Bayes au XVIII® siecle, est un résultat
tres utile en probabilités et davantage encore en statistique puisqu’il a donné naissance
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a une méthodologie connue sous le nom de statistique bayésienne que vous étudierez
au second semestre.

Propriété 2.2.4 — Formule de Bayes simple. Considérons deux évenements A et B
de (Q, ¢/, P), B étant de probabilité strictement positive. Alors,

_P(BIAPA
P(A|B) = W (2.6)

) Roughly speaking, comme disent les anglophones, la formule de Bayes permet de

passer du conditionnement « dans un sens » au conditionnement « dans I'autre
sens ». C’est « calculatoirement » exact.
Une interprétation plus « statistique » de cette formule est de retenir qu’elle permet
d’améliorer la compréhension, P (A), que nous avons de I'événement A, pris isolé-
ment, en intégrant I'information issue de la réalisation préalable de I’événement
B sous la forme P (A|B). Ainsi, la probabilité a posteriori, P (A|B), sera liée a la
probabilité a priori, P (A), grace a P (B|A).

I Exercice 2.6 Démontrer la propriété 2.2.4. .

Le théoréme suivant généralise la formule de Bayes simple.

Théoreme 2.2.5 — Formule de Bayes. Considérons une famille, finie ou dénom-
brable (B;),c;, I <IN, d’événements de (2, </, P) formant une partition de Q. Alors,
pour tout évenement Ade «/ ona:

) P (A|B;) P (B;)
VYiel, P(B;|A)= . 2.7
Y P(AIBy) P (Bp)
nel
I Exercice 2.7 Démontrer le théoréeme 2.2.5. n

Indépendance d’événements

La notion d'indépendance est absolument fondamentale en probabilités et on verra
par la suite toutes ses implications dans la modélisation de I'aléatoire. Intuitivement,
deux événements A et B sont indépendants si le fait de savoir que A est réalisé ne donne
aucune information sur la réalisation de B et réciproquement. En d’autres termes, si A
et B sont indépendants, ona:

P(A|B)=P(A) et P(B|A)=P(B). (2.8)

En fait, ces deux égalités sont équivalentes et nous amenent a la méme définition de
I'indépendance de deux événements :

Définition 2.3.1 Deux événements aléatoires A et B de probabilités strictement
positives sont indépendants si :

P(AnB)=P(A)P(B). (2.9)
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Exercice 2.8 Montrer I'équivalence entre les deux égalités de (2.8) puis montrer
I’équivalence de ces égalités et de (2.9). n

Proposition 2.3.1 Considérons deux événements aléatoires A et B indépendants.
Alors

e Aet B¢ sont indépendants;

e A et B sontindépendants;

o A°et B¢ sont indépendants.

I Exercice 2.9 Démontrer la proposition 2.3.1. n

La définition 2.3.1 permet de donner une existence mathématique a I'intuition que
I'on peut avoir de la notion d’'indépendance. Des qu'’il y a plus de deux événements
aléatoires en jeu, Il est moins évident de faire appel a l'intuition. La définition suivante
éclaire la question.

Définition 2.3.2 Considérons une famille, finie ou dénombrable (A;),c;, I € IN,
d’événements de (2, o/, P). Ces événements sont indépendants si, pour tout entier
positif k < Card (I), pour toute suite iy, ..., iy d’éléments deux a deux distincts de I
ona:

P(Aijn..nA;)=P(A;)..P(Ai). (2.10)

r) D’apresla définition 3.1.1, il ne suffit pas que les événements soient indépendants
deux a deux pour avoir I'indépendance globale. L'exercice suivant fait intervenir
trois événements globalement «liés » qui sont pourtant indépendants 2 a 2.

Exercice 2.10 On joue 2 fois a Pile ou Face et on considere les événements
o A={Face au premier lancé };
e B ={Face au deuxieme lancé };
 C={les deux tirages donnent le méme résultat }.

Montrer que ces événements sont deux a deux indépendants mais que :

P(ANnBNC) #P(AP(B)P(C).

2.4 Lemme de Borel-Cantelli

Soit (Aj) e une suite d’événements, on pose :

limsup A, = [ (U 4

nelN n=0 k=n

et
hgelﬁ\rllfAn =UJ (N Ap-

n=0 k=n
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Théoreme 2.4.1 — Borel-Cantelli. Soit (A,,) e une suite d’événements :

1. Si Y P(A,) < +oo alors
nelN
P(limsup A;) =0.
nelN

C’est a dire que presque surement {n e N: w € A,} est fini.

2. Si ) P(Aj) =o00ETsiles événements sont indépendants alors
nelN

P(limsup A,) = 1.
nelN

C’est a dire que presque surement {n € N: w € A,} est infini.

= Exemple 2.1 Le singe dactylographe. Supposons qu'un singe, placé devant une ma-
chine a écrire, tape au hasard sur toutes touches. Supposons que ce singe appuie sur
chaque touche avec une fréquence égale. Alors, tot ou tard, il tapera n'importe quel texte
choisi al’avance et il le tapera méme une infinité de fois! Si le texte fait N caracteres il suf-
fitde prendre A, = {Le singe écrit le texte entre sa nN+1 et sa (n+1)N) touche du clavier},
ces évenements sont indépendants et sont tous de probabilité identique non nulle.

Méme si cette probabilité est trés faible on a donc bien Y. P(A;) = oo etle lemme de
nelN

Borel-Cantelli permet de conclure. .

= 2 P(Ap<
nelN

Démonstration de Borel-Cantelli. 1. Si ) P(Ap) <+ooalorsE| Y 14,
nelN nelN

+ooetdonc Y 1,4, estfinip.s.
nelN
2. Soit ngy < n, alors

P =[] PAD = [] @ —PA).

kZI’lQ kZI’l()

~ c
M A

kZI’lo

La divergence de la série ) P(A;) = oo implique que ]'[%0: no(l —P(Ar) =0 (cf
nelN
résultat de classe prépa) et donc que

o0
M A

k:n()

p =0.

On en déduit donc que

P(Ej ﬁ Al =0,

no=0 k=ny

et on conclu en passant au complémentaire que

P(limsupAn) :P(ﬂ(U Ap)

nelN n=0 k>n

=1.




3. Variables aléatoires réelles

3.1

« Le nom seul de calcul des probabilités est un paradoxe : la probabi-
lité, opposée a la certitude, c’est ce qu'on ne sait pas, et comment peut-on
calculer ce que ["on ne connait pas. »

Henri Poincaré, La science et 'hypothése.

Bien que nous progressions dans la construction d'une théorie des probabilités, ce
que nous avons vu jusqu’ici pourrait donner raison a Poincaré. En effet, le travail sur les
évenements, et donc sur les ensembles, semble se faire « au cas par cas » et n'apparait
pas comme la mise en ceuvre d'une théorie mathématique globale. La notion de variable
aléatoire permet un pas supplémentaire dans la bonne direction!

Loi d’une variable aléatoire

Vous avez déja rencontré la notion de variable aléatoire durant votre scolarité. En
effet, dans un premier temps, on a appelé variable aléatoire ou aléa numérique une
variable X pouvant prendre différentes valeurs, chacune avec une certaine probabilité.
Dans ce cas nous restons trés proche de ce que nous savons faire dans (IN, 22(IN), P) ou
(IR, A(R), P).

Satisfaisante lorsqu’on manie une seule variable aléatoire, cette définition est totale-
ment insuffisante sil’on traite simultanément plusieurs variables aléatoires. La encore,
c’est la théorie de la mesure qui nous permet de généraliser et théoriser la notion de
variable aléatoire.
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Définition 3.1.1 — Variables aléatoires. On appelle variable aléatoire, en abrégé
v.a., toute application mesurable définie sur un espace probabilisé (Q2, </, P) et a
valeurs dans I'’espace mesurable (E,&).

r ) Une variable aléatoire n’est donc pas une variable au sens habituel du terme.
Comme c’est une fonction (mesurable)... elle n’est pas aléatoire non plus!!! Une
variable aléatoire est un objet mathématique déterministe.

Nous nous intéresserons en particulier aux variables aléatoires réelles, c’est a dire
les variables aléatoires définies de (Q2, <7, P) dans (IR, 28 (IR)). Il est d’'usage de noter les
variables aléatoires en lettres majuscules X, Y, Z etc... Une réalisation d'une variable
aléatoire est habituellement notée en lettre minuscule X (w) = x pour un w € Q.

Nous nous intéresserons également aux vecteurs aléatoires réels, c’est a dire les
variables aléatoires définies de (Q, </, P) dans (R%, 28 (IR?)). Il est d’'usage de noter
les vecteurs aléatoires en lettres majuscules grasses et droites avec une indication de
«début» et de « fin » Xf = (Xi,...,Xz). Une réalisation est notée Xfl (w) = xf.

Enfin, nous serons amenés a nous intéresser a des suites de variables aléatoires
réelles, c’est a dire aux variables aléatoires définies de (Q, <7, P) dans (RY, 2 (RY)) que
I'on notera en lettres majuscules grasses et droites X = (X, ..., Xk, ...). Une réalisation est
notée X(w) =X.

La théorie de la mesure, nous apprend qu'’il est possible d’associer une mesure
«image » a toute application mesurable d'un espace mesuré dans un espace mesu-
rable.

Définition 3.1.2 — et proposition. Soit une fonction mesurable ¢ définie sur (Q2, <7, P)
et a valeurs dans (E,&). Lapplication Py de & dans IR" définie par :

VBe&, Py(B)=P(¢p ' (B), 3.1
est une mesure. Cette mesure est appelée mesure image de P par ¢.

Dans le cas ol ¢ est une variable aléatoire, nous pouvons donc « transporter », au
moyen de cette variable aléatoire, la mesure de probabilité de |'’espace probabilisé initial
vers le nouvel espace.

Définition 3.1.3 — Loi d'une v.a.. Soit une variable aléatoire X définie sur (2, o/, P)
et a valeurs dans (E,&). La loi de la variable aléatoire X est la mesure-image de P par
X. C’est donc la mesure de probabilité sur (E, &), notée Py, définie par :

VAeé&, Px(A)=P(X '), (3.2)

En pratique, le lien avec les regles de calcul énoncées dans le chapitre 2 apparait plus
clairement sil’on écrit :

Px(A)=P({weQ|X(w) e A}).

Laloi de X est souvent notée £ (X).
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I Exercice 3.1 Montrer que (3.2) définit bien une loi de probabilité. 0

R On peut considérer de maniere complémentaire les variables aléatoires et leur lois.
Dans le langage des probabilités, on aura souvent tendance a confondre les deux
notions.

g% il ne suffit pas que deux variables aléatoires aient la méme loi pour étre égales!

Une variable aléatoire scalaire X, resp. multidimensionnelle Y4, définit un nouvel
espace probabilisé (%(IR), IR, Px), resp. (B(IR%),IR¢, Pya), propre a la variable aléatoire
considérée. Pour contraster avec ce nouvel espace, l’elspace probabilisé de référence,
(Q, <, P), est alors appelé espace probabilisé fondamental.

3.2  Fonction de répartition et densité

Définition 3.2.1 — fonction de répartition. Soit X une v.a. réelle. On appelle fonc-
tion de répartition (f.d.r.) de X la fonction Fx définie par :

Fx : R — [0;1]
x — Fx(x)=Px(-o0,x])=P(X=<x)

Le théoréme suivant est une conséquence de la définition 3.2.1.

Théoreme 3.2.1 Soit X une variable aléatoire réelle. Alors
e Fx est croissante;
e lim Fx(x)=0, lim Fx(x)=1;
X——00 X—+00
» Fx est cadlag (continue a droite et admet une limite a gauche) et cette

limiteest lim Fx(x)=P(X <xp).
X—X0,X<Xpo

Propriété 3.2.2 Lafonction de répartition F, caractérise la loi P,. En particulier :

pour tous réels a < b, Px (la; b)) = Fx(b) — Fx(a).

R Fx estcontinue en x si, et seulement si, P(X = xp) = 0.

Variables aléatoires continues réelles

Définition 3.2.2 Une variable aléatoire X est dite continue ou a densité (par rapport
ala mesure de Lebesgue) si il existe une fonction fx définie de IR dans IR vérifiant :
— fx est positive et intégrable sur IR,
— fx est continue sauf peut-étre en un nombre fini de points ot elle admet une
limite a gauche et une limite a droite finies ou non.

— [ fxxdx=1,
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et telle que pour tous réels a < b (avec éventuellement a et b infinis) :

b
Pla=X<b) :f fx(x)dx.
a

On dit que f est une densité de X.
Réciproquement pour toute fonction f vérifiant les propriétés ci dessus, il existe une
variable aléatoire X définie sur un espace de probabilité convenable et admettant f
comme densité.

R Soit X une variable aléatoire continue réelle a densité fx. Pour tout réel x € IR :
P(X=x)=0.

On a de plus
VxelR, Fx (x):f fx(x)dx.

]—00;x]
Plus généralement, si u domine la mesure de probabilité Py, la densité fx par
rapport a u est définie comme la dérivée de Radon-Nikodym :

VxelR, FX(x):f [x (@) du(t).

]—00;x]

Propriété 3.2.3 La fonction de répartition est la primitive de la densité par rapport a
la mesure dominante et réciproquement, la densité est la dérivée de la fonction de
répartition par rapport a cette mesure dominante.

r) Compte tenu de cette derniere propriété, la connaissance de la fonction de réparti-
tion est équivalente a la connaissance de la loi de Px.

Variables aléatoires discretes réelles

Soit une variable aléatoire X définie sur (Q2, </, P) et a valeurs dans (E, &). Supposons
alors que I'ensemble E est un sous-ensemble fini ou dénombrable de IR. Comme nous
I'avons signalé précédemment, dans ce cas, la tribu & la plus pertinente est alors 22 (E),
I’ensemble des sous-ensembles de E.

On a alors::

VA€, PX(A):P(XEA):P(U {X:x}): Y PUX=xh=) Px(x}.

XEA XEA xX€A

Définition 3.2.3 Une variable aléatoire X définie sur (Q), <7, P) et a valeurs dans (E, &)
ou E est un ensemble fini ou dénombrable est une variable aléatoire discréte et sa
loi est de la forme :

PX = prax;

x€eE

ol 6 estla mesure de Dirac en x et p, = Px ({x}).
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R Enpratique, définir la loi d'une variable aléatoire discrete c’est donner toutes les
probabilités Px ({x}) pour x € E.

Nous l'avons signalé plus haut, dans le cas d'une variable aléatoire discrete, la
mesure de comptage u est une mesure dominante. Comment s’écrit la fonction de
répartition dans ce cas?

Propriété 3.2.4 Considérons donc une variable aléatoire discrete, X, définie sur
I’espace probabilisé (E,Z?(E), Px), ou E est un sous-ensemble fini ou dénombrable
de IR.

Ona:

Px=) pibyetp=) by

xeE x€eE

dPx
etsi fx = ——,alors:
ap

VtelR, Fx(t) :f

]—o00

]ﬁummm=2mmmmm» (3.3)
N3

xeE

I Exercice 3.2 Démontrer la propriété 3.2.4. .

Changement de variable aléatoire Y = ¢(X)

Soit X une variable aléatoire continue qui admet une densité f et une fonction de
répartition F. Soit ¢ une fonction dérivable. On cherche a déterminer g et G, la densité
et la fonction de répartition de Y = ¢(X).

Si ¢ est bijective.
Propriété 3.3.1 Si ¢ est bijective on a

P ACE))

8V = 5T

(3.4)

Démonstration. ¢ est dérivable et bijective donc monotone. Si ¢ est croissante, on a:
Y<syedpX)syoX<¢'(y)

D’ou
GY)=PY =y)=PpX)<=y)=P(X = ¢_1(y)) = F((P_l(y)),

c’est a dire G(¢(x)) = F(x). En dérivant, on obtient :

gp(x)-¢'(x) = f(x)

soit
@ fet o
CPx) PP

gy
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Si ¢ est décroissante, onademéme Y <y o ¢(X) <y © X = ¢ 1(y) et donc G(y) =
1-F(¢p~'(y)). Ainsi

f  feT o

P POy

Puisque ¢ est décroissante, ¢’ < 0, et on obtient la formule générale pour une applica-
tion bijective ¢ quelconque. [ |

g(y) = —

Cas général.
Le principe consiste toujours a identifier la fonction de répartition G, en recherchant
I'antécédent pour X de I'événement « Y < y».

= Exemple 3.1 Considérons le cas Y = X?

Y=syel|X|lsy
On obtient
0 si y<0,
G( )={ .
YEVF(v3)-F(-v3) si y>o.
et enfin
0 si y=<0,
gy = .
—(f(VY)+f=vY)) si y>0.
TR V)V
Si de plus, on suppose que X suit une loi normale centré réduite (i.e f(x) = \/%_ne_xz/ 2)

alors pour y >0, g(y) = \/#_ye_y /2, Cette loi est trés importante en statistique, c’est la

loi du y?. .

3.4 Lois usuelles discrétes

3.4.1 Variable de Bernoulli ou variable indicatrice.

Définition 3.4.1 — Variable de Bernoulli. Une variable aléatoire discrete, X, qui ne
prend que les valeurs 1 et 0 avec les probabilités respectives p et 1 — p est appelée
variable de Bernoulli. Sa loi est notée 2(p).
Ona:
Ve, X(w)=0x 1]{0} (w)+1x 1]{1}((1)) = 1]{1} (w),

ainsi que:
P(X=0=1-petP(X=1)=p. (3.5)

= Exemple 3.2 Une urne contient deux boules rouges et trois boules vertes. On tire une
boule de I'urne. La variable aléatoire X = nombre de boules rouges tirées est une variable
de Bernoulli. Ona: p(X=1)=2/5=p, p(X=0)=3/5=1-p. .

R Onutilisera une variable de Bernoulli dés qu’on effectuera une épreuve qui n’a que
deuxissues : le succes ou I'échec. On affectera alors la valeur 1 a la variable en cas
de succes et 0 en cas d’échec :

VoeQ, X(w)= 1]{Succés} (w).
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r) La variable de Bernoulli est la plus simple des variables aléatoires puique s’il
y a moins de deux issues possibles, nous n'avons plus a faire a un phénomeéne
aléatoire.

3.4.2 Variable discréte uniforme.

Définition 3.4.2 — Variable discréte uniforme. Une variable aléatoire discrete, X,
qui prend ses valeurs dans le sous-ensemble {ay, ..., a,} de IR avec des probabilités
égales est appelée variable discrete uniforme sur {ay, ..., a,}.

Ona:

Vxelay,..,ay}, P(X=x)= % (3.6)

3.4.3 Distribution binomiale.
¢ On effectue une épreuve a deux issues : le succes est obtenu avec une probabi-
lité p et!’échec avec une probabilité 1 — p.
e On répete n fois cette épreuve.
» Les n épreuves sont indépendantes entre elles, ce qui signifie que la probabilité
de réalisation de I’événement « succes » est toujours égale a p.
¢ Ons’intéresse a la variable :

S = nombre de succes au cours des n épreuves .

Notons Xj, ..., Xj;, n variables de Bernoulli indépendantes de parameétre p représen-
tant les n expériences précédentes.
Calculatoirement on a donc S = Xj +... + Xj;,. Lensemble des valeurs prises par S est
0,1,..,n.
Définition 3.4.3 — Variable binomiale. Une variable aléatoire discréte, S, est une
variable binomiale de parameétres n et p si:

n

Vke{0,..,n}, P(S=k)= (k

)pk(l -p)k (3.7)
Sa loi est notée %(n, p).

Exercice 3.3 Montrer que la somme de 7 variables aléatoires de Bernoulli indépen-
dantes et de méme loi suit une loi binomiale %8(n, p). n

Exercice 3.4 Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes de lois respec-
tives AB(ny, p1) et B(ny, p2).
Quelle est la loi de la variable aléatoire X7 + X, ? =

3.4.4 Distribution géométrique.

¢ On effectue une épreuve a deux issues : le succes est obtenu avec une probabi-
lité p etl’échec avec une probabilité 1 — p.
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* On répete cette épreuve jusqu’a obtenir le premier succes.
» Toutes les épreuves sont indépendantes entre elles.
¢ Onys’intéresse a la variable :

X : nombre de fois qu'il faut répéter I'épreuve pour obtenir le premier succes .

R ) Onse place donc sous les mémes hypotheses que pour la loi binomiale, mais le
nombre d’épreuves n’est pas fixé a ’avance. On s’arréte au premier succes. X peut
donc prendre toutes les valeurs entiéres positives soit IN* tout entier.

Définition 3.4.4 — Variable géométrique. Une variable aléatoire discrete, X, définie
sur IN*, est une variable géométrique de parametre p si :

VnelN*, P(X=n)=pl-p" L (3.8)

Sa loi est souvent notée G(p).

r ) Lappellation géométrique est donnée par analogie avec la série géométrique qui
permet de justifier que Y jen: P(X = k) = 1.

Exercice 3.5 Soit X une variable géométrique de parametre p.

Montrer que Z Px (k) =1 et que Px est une loi de probabilité. .
keIlN

p ) Laloi géométrique est une loi sans mémoire au sens ot la loi de probabilité du
nombre d’épreuves a répéter jusqu’a I'obtention d’'un premier succes, dans une
suite d’épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes, est la méme quel que
soitle nombre d’échecs accumulés auparavant. Mathématiquement, cela se traduit
par:

pX>n+m|X>n)=pX>m).

I Exercice 3.6 Montrer que la loi géométrique est une loi sans mémaoire. .

Exercice 3.7 Montrer que la loi géométrique est la seule loi discréte sans mémoire,
au sens décrit dans la remarque précédente. .

3.4.5 Variable aléatoire de Poisson.

La loi de Poisson est attribuée a Siméon Denis Poisson, mathématicien francais
(1781-1840). Cette loi fut proposée par Poisson dans un ouvrage qu’il publia en 1837
sous le titre « Recherche sur la probabilité de jugements en matiere criminelle et en
matiere civile ».

Beaucoup de situations sont liées a I’étude de la réalisation d’'un événement dans
un intervalle de temps donné (arrivée de clients qui se présentent a un guichet d'une



3.4 Lois usuelles discrétes 41

banque en une heure, apparitions de pannes d’'un réseau informatique en une année,
arrivée de malades aux urgences d'un hopital en une nuit,....). Les phénomenes ainsi
étudiés sont des phénomenes d’attente. La loi de Poisson permet de modéliser ces
temps d’attente et permet, plus généralement, de modéliser les évéenements « rares ».

Définition 3.4.5 Une variable aléatoire discrete, X, définie sur IN est une variable de
Poisson de parametre A € R*" si:

/lk

VkelN, P(X=k) = e_AF.

Saloi est notée 22 (A).

R ) Laloide Poisson est « construite » sur la série exponentielle.

Exercice 3.8 Soit X une variable de Poisson de parameétre A € IR**. Montrer que Py
est bien une loi de probabilité. .

Proposition 3.4.1 Laloi de Poisson £(1) de parametre A, est la loi limite d'une loi
binomiale B(n, A/n) lorsque n tend vers I'infini.

I Exercice 3.9 Démontrer la proposition 3.4.1. .

p ) Lorsque n est grand et p petit, le produit np = A reste petit par rapport a n. Alors,
la loi binomiale %8(n, p) peut étre approchée par la loi de Poisson 22(1). Cette
approximation s’appliquant lorsque p est petit, la loi de Poisson est appelée la loi
des événements rares.

En pratique :

’ On peut approcher la loi 2(n, p) par laloi 22(np) dés que n>20, p<0.let np <5. ‘

Exercice 3.10 Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes de lois res-
pectives (1) et 22(A,). Quelle est la loi de la variable aléatoire X; + X, ? u

En pratique, la loi de Poisson est tres utilisée. Le physicien et le technologue la
rencontrent dans de nombreuses circonstances.

Le comptage en radioactivité, microanalyse X, analyse SIMS...

Lorsqu’'un détecteur compte le nombre de particules qu’il recoit pendant un
temps de comptage fy, on constate que ce nombre X est bien modélisé par une loi
de Poisson dont le parametre A est le produit du flux moyen de particules a pendant
le temps de comptage 1.
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R ) Comme vous le verrez durant le cours sur les «Files d’attente », la loi de Poisson
permet de modéliser les temps d’arrivée (voitures a un péage, appels télépho-
niques a un standard etc...).

Controle de qualité

Lorsqu’on effectue un controle de qualité sur des composants fabriqués par une
unité de production, un composant est réputé bon (ou mauvais) s'il satisfait (ou
non) a un certain nombre de spécifications. Le critére de choix étant qualitatif, on
s'intéresse au nombre N de pieces défectueuses dans un échantillon de taille 7. Si on
note p le taux moyen de rebuts, la loi de la v.a. N peut alors étre modélisée par une
loi de Poisson £ (np). C’est un exemple dans lequel on approche la loi binomiale par
la loi de Poisson (loi des événements rares).

r ) Lorsque np est petit, le rapport devient grand et la variabilité sur le nombre
de pieces défectueuses rend le contréle imprécis. Ceci explique que, dans un
controéle de qualité, la taille des échantillons tirés de la population des pieces
fabriquées doit étre au moins de I'ordre de 100.

Dénombrement d’événements survenant dans un espace délimité

Laloi de Poisson permet de modéliser aussi bien le nombre d’événements sur-
venant pendant un temps donné que le nombre d’événements survenant dans un
espace délimité.

Par exemple, si on appelle X le nombre de particules bombardant une cible de
surface S soumise a une irradiation de fluence ¥ (mesurée en m~2), alors X suit une
loi 22(75). ¥S est donc analogue au a fy du comptage en temps.

r) Laloide Poisson sert donc aussi a modéliser des phénomeénes de localisation
spatiale et non plus seulement temporelle, c’est-a-dire qu’elle modélisera aussi
bien le nombre d’accidents qui peuvent survenir en une matinée que le nombre
d’accidents qui peuvent survenir sur une section donnée d’autoroute.

3.5 Lois usuelles continues

3.5.1 Loi uniforme continue.

Définition 3.5.1 Une variable aléatoire U suit une loi uniforme sur [a, b] notée
9% ([a, b)) si sa densité sur IR s’écrit :

1
flw)= Eﬂ[a,h](u)-

r) Laloi uniforme continue prolonge, a un espace d’états non dénombrable, la loi
uniforme discrete en attribuant la méme valeur de la densité a tous les éléments
de [a; b].
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3.5.2 Loi exponentielle.

Définition 3.5.2 Une variable aléatoire X suit une loi exponentielle de parametre
A€ R notée &(N), si sa densité sur IR s’écrit :

f(x) = e Mg+ ().

) Comme la loi géométrique, cette loi est sans mémoire :

P(X>t+h|lX>t)=P(X>h).

I Exercice 3.11 Montrer que la loi exponentielle est une loi sans mémoire. .

Exercice 3.12 Montrer que la loi exponentielle est la seule loi continue sans mémoire,
au sens décrit dans la remarque précédente. .

3.5.3 Loi normale.

Définition 3.5.3 Une variable aléatoire X suit une loi normale de parametres u € IR
et 02 € R notée N (W, 02) si sa densité sur IR s’écrit :

1 X=fi\2
e 25

fx)=

1
ovV2n
Si X suitlaloi normale A (u,?), alors Z = % suit la loi normale centrée réduite
H(0,1).

Nous consacrerons le chapitre 7 a la loi normale et aux vecteurs gaussiens.
3.5.4 Loi gamma.

Définition 3.5.4 Une variable aléatoire X suit une loi gamma de parametres k € IN**
et 0 e R** notée I'(k,0) si sa densité sur IR s’écrit

1 ¢
f(o= Wtk‘le‘@ﬂwm,

+oo

avecI'(x) = J, t*Le~!dt pour tout x > 0.

p) LaloiI'(l, %) ala méme densité que la loi exponentielle de parametre A.






4. VVariables aléatoires vectorielles

« [...] Dans le petit nombre de choses que nous pouvons savoir avec
certitude [...], les principaux moyens de parvenir a la vérité [...] se fondent
sur les probabilités. »

Pierre Simon de Laplace.

4.1 Fonction de répartition conjointe et marginale

Considérons une famille d’espaces (E;,&;)1<;<, pour un entier n = 2. Le produit
cartésien F = E; x ... x E, est 'ensemble des n-uplets (xi,..., x;) ou pour chaque i €
{1,...,n}, x; parcourt I'’ensemble E;.

On appelle j*®™¢ application coordonnée I'apllication fj définie par :

fj : F — Ej
(X1, X)) = Xj

Définition 4.1.1 — Tribu produit. La tribu produit des &; est la plus petite tribu &
de F pour laquelle chaque application coordonnée f; est mesurable de (F, %) dans
(Ei, &).

n
C’est la tribu engendrée par U fi"1 (&;).Onlanote :
i=1

F =0 ,6=619..898,
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Lorsque tous les (E;, &;) sont égaux a un méme (E, &), on note aussi :

F=FE%etF =&°".

R SurlR, onconsideére la famille (IR, 28 (IR))1<;<y. Lespace produit est donc (]R”, Z] (IR))®”)
pour lequel on peut montrer que (% (R))®" = % (IR").

On peut également montrer que pour tous entiers m et n, % (]Rm+”) =R
B (R").

La théorie de la mesure nous permet donc d’étendre la notion de mesure a des
produits d’espaces mesurables. En termes de probabilités, cela signifie que nous pou-
vons envisager d’étendre la notion de variables aléatoires scalaires, sur laquelle nous
avons travaillé jusqu’ici, a celle de variables aléatoires vectorielles. Il nous faut pour cela
comprendre ce qu’est une mesure définie sur un espace produit.

Le résultat suivant établit, en particulier, une Condition Nécessaire et Suffisante
(CNS) d’existence d'une variable aléatoire vectorielle.

Proposition 4.1.1 Soit (Q, /) un espace mesurable.

Une application f de Q dans F = E; x ... x E,, est mesurable relativement a «f et & =
&1 ®...8 &, si et seulement si toutes les applications coordonnées f; sont mesurables
de (Q, <) dans (E;, &;).

p ) D'unpointde vu probabiliste, on a une variable aléatoire vectorielle si et seulement
si toutes les composantes sont des variables aléatoires.

I Définition 4.1.2 On appelle vecteur aléatoire X' sur un espace produit (]'[;.1:1 E;, ®;l=1é",-)
tout n-uplet (X, ..., X;;) formé de v.a. X1, ..., X, définies sur (E1,81), ..., (En, En).

On peut alors étendre la notion de fonction de répartition a des variables aléatoires
vectorielles réelles.
Définition 4.1.3 Soit X} un vecteur aléatoire réel. La fonction de répartition conjointe
de X} estla fonction Fxn définie par :

Fo @ R — [0;1]
X = B %) = Pra(T, 1 =00, %) = PUX1 < X} 0 01 {X < X))
4.1)

R Les propriétés du théoréme 3.2.1 s’étendent naturellement au cas vectoriel.

Lorsqu’on fait tendre x; vers +oo dans (4.1), 'évenement concerné {X; < x;} =
Xl.‘1 (1 —o0, x;]) devient I’évenement certain Q. Lintersection {Xj < x1} N...N{X;, < x,,}

n
se restreint alors a l'intersection des n — 1 autres événements [ ] {X; < x;}. On récupere
j=1
j#i
ainsi la fonction de répartition du vecteur aléatoire marginal (X, ..., X;—1, Xi+1, ..., Xn).
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Proposition 4.1.2 La connaissance de la loi d'un vecteur aléatoire X} = (Xj, ..., Xj)
donne acces aux lois de tous les vecteurs marginaux formés de k composantes (k €
{1,...,n—1}) choisies parmi les Xj, ..., X;;. En particulier, pour tout i dans {1, ..., n}, on
retrouve la fonction de répartition marginale de X; :

VxelR, Fx, (x)= x.liIEOOFX?(xl""’x") = P({X; < xi}).
]

Vj#i

Mesure produit et Fubini

D’apres le théoreme de Radon-Nikodym, une variable aléatoire, méme vectorielle,
admet une densité par rapport a une mesure dominante appropriée p. Pour un vecteur
aléatoire discret il s’agit de la généralisation de la mesure de comptage et pour un vecteur
aléatoire continu, il s’agit de la mesure de Lebesgue sur Z(IR"). On a donc:

vx} €R”, Fxn (x1,..., Xn) :f S () dp()).
[T}, 1—00;x;]

La proposition suivante nous éclaire d'une part sur la mesurabilité des densités mar-
ginales des variables aléatoires vectorielles (fonctions mesurables positives) et permet,
d’autre part, de donner un cadre aux opérations sur les variables aléatoires vectorielles
pour additionner ou multiplier les composantes ou effectuer toute transformation

mesurable plus complexe.

Proposition 4.2.1 Soit f une transformation mesurable de ([I}", E;, ®"_,&;) dans
(G,%4), un espace mesurable. Si k € {1,...,n—1} et si les x; € E; sont fixés pour i €
{k+1,...,n} alors 'application marginale :

hxk+1,...,xn : (xb eeey xk) = f (xl) ceoy Xfor X415 00 xn)
est mesurable de (Hf=1 E;, ®f=1€,-) dans (G,9).

<
<J} La réciproque est fausse. Il ne suffit pas que les applications marginales soient
toutes mesurables pour que f le soit.

r ) D’un point de vu probabiliste, I'absence de réciproque a la proposition 4.2.1 nous
renseigne sur le fait que la densité d'un vecteur aléatoire « concentre » plus d’infor-
mation que ne peuvent en apporter toutes les densités marginales réunies.

Le théoréme suivant permet de décomposer des mesures définies sur des espaces
produits ce qui se montre particulierement utile pour simplifier le calcul des intégrales.

Théoreme 4.2.2 Soient yy, ..., 4, une famille de mesures o -finies définies respective-
ment sur (E}, &), ..., (Ep, &y). Alors il existe une unique mesure pu sur I'espace produit
(E1 x...xEp,619...08)) telle que :

VAL €81, .. YAREER (AL X ... x Ap) = i1 (A1) ...fin (Ap).
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Cette mesure notée y = (] ®... ® lp est appelée mesure produit.

p ) Lamesure de Lebesgue 1, sur B(IR") est en fait la mesure produit 1®...9 1 = ®Z:1/l
de n mesures de Lebesgue A sur 2(IR).

Le célebre théoreme suivant que vous connaissez dans le cas de I'intégrale de Rie-
mann, s’étend a I'intégrale de Lebesgue et est particulierement utile en probabilités.

Théoreme 4.2.3 — Fubini. Soient y,, ..., t;, n mesures o-finies définies respective-
ment sur les espaces (E1,81), ..., (En, &r). Soit f une fonction positive mesurable sur
I'espace produit (F,%) = (Ej x ... x E;;, 61 ®...9 &) et soit également = (1) ® ...® U,
la mesure produit définie sur le méme espace. Alors

fFf(xrll) du(x'f):f (fE ( . (X100 X)) d iy (xl)) du, (xg))...dun (Xn);

» Les intégrales successives du membre de droite sont calculables dans
n'importe quel ordre;
» Toutes les intégrales partielles sont mesurables (sur I'espace idoine).

Grace au Théoreme de Fubini, si on peut écrire la mesure sur ’espace produit
comme une mesure produit (ce qui est le cas, sur IR”, pour la mesure de Lebesgue et la
mesure de comptage), on peut réécrire la fonction de répartition d'un vecteur aléatoire.
Si X} admet une densité par rapport a une mesure produit 4, alors

vxj € R", Fxn (x7) :f U (f fx1,enxn) dp (xl)) dp (xz)) el (X)),
1-00;xn] 1-00;x2] \J]—00;x1]
(4.2)

et toutes les intégrales partielles sont mesurables,

Intéressons-nous a ce qui se passe lorsque I'on fait tendre vers +oo tous les x; pour
i # j. Comme nous pouvons intégrer « dans I’ordre que nous voulons » le membre de
droite de (4.2), gardons I'intégrale par rapport a la i®”¢ composante x; de x} pour la fin.
On retrouve évidemment le résultat sur les fonctions de répartition :

Vx; €R, Fx; (x;) :f

|—o0;x4]

UIR...f]Rf(xl,...,xi,...,xn)dm (xX1) .dpin (xp) | dpg (x;),
(4.3)

et I'intégrale « entre crochets » est donc tout simplement la densité fx, de la variable
Xl' .

ff [ (X1, ey Xiy ooy Xp) Ay (X1) ...dpn (X)) = f(x7) (4.4)
R JR

De maniere générale, lorsqu’on integre, sur IR, la densité du vecteur X‘l1 suivant I'une
des composantes, X4, on obtient la densité marginale du vecteur (X, ..., Xg-1, Xg+1,--- Xn)-
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4.3 Changement de variable aléatoire multidimensionnel

Apres le théoreme de Fubini, la formule de changement de variable est le deuxieme
outil fondamental du calcul des probabilités.

Définition 4.3.1 — C!-difféomorphisme. On rappelle qu’'une application ¢: U — V
est un C'-difféomorphisme si ¢ est bijective et de classe C! sur U et que ¢! est
bijective et de classe C! sur V.

En probabilités, nous nous intéressons en particulier au cas des C!-difféomorphismes
pour lesquels U et V sont des ouverts de IR?. Rappelons, dans ce contexte, ce que sont
la matrice jacobienne et le jacobien de ¢. Pour cela, notons ¢;, 1< i <d, la i®™¢
composante de ¢.

Définition 4.3.2 La matrice ¢’ (x) = (g—‘g (x)) J définie au point x de U est appe-

1<i,j<
lée matrice jacobienne de ¢.

Le déterminant au point x € U de la matrice jacobienne D¢ (x) = det (c/)’ (x)) est
appelé jacobien de ¢ en x. Le jacobien de ¢ en x est aussi noté J (x).

R Souvent, par analogie avec la notation de la dérivée dans IR dont c’est une extension,
le jacobien D¢ (x) est présenté sous la forme :

_D(p1 ()P (1))
Dp)=——p -

Cette notation est cohérente avec le fait qu’en « dérivant » pop~! (x) = x, on s’aper-
coit que D¢ x D! = 1.

R Lejacobien de ¢ en x peut aussi étre simplement noté J (x).

Le théoréme de changement de variable s’énonce alors comme suit :

Théoreme 4.3.1 Soit ¢: U — V un C!-difféomorphisme. Alors, pour toute fonction
borélienne f:V — R :

f f(y)dy= f f (@) | Do (x)] dx. (4.6)
1% U

R Attention a bien prendre la valeur absolue du déterminant @
Sil'on reprend la notation de I'égalité (4.5) en posant pour tout i, ¢; (x) = y;,ona:

D(y1,.. ya)

Do =5 e xa)

et la formule (4.6) de changement de variable devient

D(y1,-Ya)

dxi...dx,.
D(xy,mxg) |

fvf(yl,-..,yd)dyl.--dyd=fo(</>(x1,...,xd))’
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Compte tenu de la définition des y;, formellement, I’élément différentiel dy;...dy  est

remplacé par )gg;—::;’g dx;...dx;. On peut donc également remplacer dx;...dx, par:
D (x1,...,xq) 1 1
———|dy..dyg = ———dy=|D¢ " |y)|dy.
’D(yl,...,yd) |D¢ x)| | o)

Pour toute fonction borélienne g: U — IR* on a donc:

1

D (xl) ~--rxd) f -1
dyi.dy, = ——_dy.
Y1--dya Vg(</> (») Do) y

ng(x) dx = fv glo™' (v) ’—D 1 va)

En probabilités, ce qui nous intéresse, c’est de pouvoir calculer la densité de la
variable aléatoire obtenue par un changement de variable. Pour cela, souvenons-nous
de la définition 3.1.2 de la mesure image, qui intervient dans I'énoncé du corollaire du
théoreme 4.3.1 qui régle la question dans le cas d'un changement de variable bijectif.

Corollaire 4.3.2 Soit une mesure p admettant une densité g par rapport a la mesure
de Lebesgue sur IR“. Soit ¢» un C!-difféomorphisme de R? dans lui-méme. Notons
enfin v la mesure image de u par ¢, (i.e. pour tout ensemble A mesurable, v(¢p(A)) =
1(A)). Alors :

« v admet une densité f par rapport a la mesure de Lebesgue du IR? qui

vérifie [i, 4 [ =Vv(P(A) = u(A) = [, &;
e VxeR%:
f =g @)|(Dp~" )]. (4.7

R Nousverrons en TD que cette méthode peut également étre utilisée pour traiter
des cas de changement de variables qui ne sont pas bijectifs au départ.



5.1

« Quels que soient les progrés des connaissances humaines, il y aura tou-

Jjours place pour ['ignorance et par suite pour le hasard et la probabilité. »

Emile Borel.

Indépendance de variables aléatoires

Avant de pouvoir définir la notion d’'indépendance de variables aléatoires, il est
nécessaire de lui donner un cadre qui étende la notion d'indépendance d’évenements
que nous connaissons. C’est la notion d'indépendance de tribus qui joue ce role.

Définition 5.1.1 Soit (2, </, P) un espace probabilisé, <) et «f, deux sous-tribus de
<. On dit que les tribus < et o, sont indépendantes sous P si VA; € o) et V Ay € o,
P(A1nAy) = P(A1)P(Ap).

Plus généralement, lorsque I est un sous-ensemble fini ou dénombrable de IN, si
() i1 est une famille de sous-tribus de <7, on dit que cette famille est indépendante
sous P si pour tout ensemble fini Jc I,ona:

V(Aj)jegedh®..eddj, P((Aj)=]]PA).
jel je

® Siles tribus < et o> sont indépendantes sous P, et que <7, est une sous tribu de
<) et o/, une sous-tribu de <, alors <] et </, sont indépendantes sous P.

Exercice 5.1 Soient Aj, Az € o/ . Montrer que A; et A, sont indépendants si et seule-
ment si les tribus o (A;) et 0 (A;) sont indépendantes. "
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Nous avons défini plus haut la notion de tribu engendrée par un ensemble. Etendons
cette notion aux variables aléatoires.

Proposition 5.1.1 Considérons une variable aléatoire, X, définie de (Q2, </, P) dans
(Q, o', Px). La famille :
oX)={X"'(A), Ae'}

est une tribu.

I Exercice 5.2 Démontrer la proposition 5.1.1. 0

Définition 5.1.2 La tribu engendrée par la variable aléatoire X définie de (Q2, <7, P)
dans (', /', Px) estla famille o (X) = {X' (4), Ae«'}.

On peut alors étendre la notion d'indépendance aux variables aléatoires.

Définition 5.1.3 Soit I, un sous-ensemble fini ou dénombrable de IN. Les variables
aléatoires (X;) ;c; sont indépendantes si les tribus de la famille (o (X;));c; sont indé-
pendantes.

r ) Dans cette définition la notion de variable aléatoire peut étre entendue au sens
large et inclut donc les vecteurs aléatoires.

p ) Lindépendance des variables aléatoires X et Y est souvent notée X 1 Y.

Le théoreme suivant, appelé lemme des coalitions, est trés important lorsque 'on
fait des transformations mesurables des variables aléatoires.

Théoreme 5.1.2 Soit I, un sous-ensemble fini ou dénombrable de IN et (X;);c; une
famille de variables aléatoires indépendantes pour lesquelles X; est a valeurs dans
IR". Considérons également une famille, (f;),.,, d’applications mesurables (f; est
mesurable de IR” dans IR").
Alors les variables aléatoires :

iel’

Yi = fi (X3)

sont indépendantes.

r ) Ce qu'il faut retenir du théoréme précédent, c’est que les transformations mesu-
rables de variables aléatoires indépendantes permettent de préserver I'indépen-
dance.

Par exemple si X, Y et Z sont indépendantes alors X2 et Y + Z sont indépendantes.

Un autre résultat éclaire la notion d’indépendance sous I’angle de la mesure produit,
ce qui se révele également tres utile pour le calcul des probabilités.

Théoreme 5.1.3 Soit (Xj,..., X;) un vecteur aléatoire.



5.2

5.2 Somme de variables aléatoires indépendantes et convolution 53

Alors:

Xi,.., X, sontindépendantes < Py, x,=Px, ®..®Px,
< Fx,,..x, = Fx; -+ Fx,-

p ) Dans ce théoreme, rien n'empéche les X; d’étre des vecteurs aléatoires.

Le théoreme 5.1.3 qui nous donne une CNS d’'indépendance nous permet, par
exemple, d’envisager de montrer 'indépendance de variables aléatoires sans passer
par la fastidieuse (et méme impossible) vérification des conditions d'indépendance des
tribus engendrées. En effet, nous savons désormais que les (X;) ey, sontindépen-
dantes si et seulement si la fonction de répartition Fy, _ x, de (Xj,..., X;,) estle produit
des fonctions de répartitions Fx; des X;. Pensez-y!

Le corolaire suivant nous permet de conclure ce paragraphe sur I'indépendance par
une condition suffisante d'indépendance.

Corollaire 5.1.4 Soit (X3, ..., X;;) un vecteur aléatoire de &, ®...® &),. Soient également
U1, -, 1Ly des mesures o-finies définies respectivement sur les (E1,81), ..., (Epn, Er) et
telles que Py, x, = 11 ®...® uy alors les Xj, ..., X;, sont indépendantes.

R Le corollaire 5.1.4 affirme qu'il suffit de pouvoir décomposer la loi du vecteur
(X1, ..., X») en un produit de mesures « séparant les variables » pour avoir I'indé-
pendance des X;.

<
@ les ; ne sont pas nécessairement des mesures de probabilité.

Somme de variables aléatoires indépendantes et convolution

D’un maniere générale, la loi de probabilité de toute variable aléatoire issue d'un
changement de variable (méme non bijectif) peut étre obtenue en passant par sa
fonction de répartition. Le cas particulier de la somme de deux variables aléatoires en
est un exemple tres important. Considérons, donc, deux variables aléatoires X et Y et
intéressons-nous au changement de variable mesurable :

2 (RYxRY,%(RY)e%(RY)) — (RY%(RY)
(X,Y) — X+Y '

Un tel changement de variable ne peut pas étre bijectif puisque les espaces de départ
et d’arrivée ne sont pas de méme dimension.

Définition 5.2.1 Si u et v sont deux mesures o-finies définies sur (IRd, B (IRd))), on
appelle produit de convolution de i et v la mesure image de la mesure produit u® v
par I'application X.

Pour tout A € 8 (IR%) on a donc:

u*v(A):fd Ta(x+y)d(pev)(xy).
RYxRY
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I Le produit de convolution de p et v est noté y * v.

R Atitre personnel, je trouve que cette définition dans laquelle nous réinvestissons
toutes les notions importantes que nous avons vues jusqu’ici est d'une élégance
remarquable.

Un probléme courant consiste a trouver la loi de probabilité d'une somme de deux
variables indépendantes Z = X + Y. Si le couple (X, Y) admet une densité par rapport a
la mesure de Lebesgue, la fonction de répartition de la variable Z = X + Y est, pour tout
z2=(21,..,24) :

d
F7(2) :p*v(l_[l]—oo;zi]) :flefIRd 1]1-[?:1]_00;21,] (x+y) fx,v (x,y)dxdy,
i=

et on montre que :

fz(Z)fo*fyZf]Rdfx(x)fy(z—x)dx:fmdfx(z—y)fy(y)dy. (5.1)

I Exercice 5.3 Démontrer (5.1). "

On détaille ci dessous le cas discret et le cas continu.

Cas discret

Le théoreme des probabilités totales donne la solution du probleme

P(Z=2)=) P(X=x et Y=z-x)=) P(X=z-y et Y=y)

y
Lorsque X et Y sont indépendantes, on a
P(Z=2)=) PX=x)-P(Y=z-x)=) PX=z-))-P(Y=Y) (5.2)
X y

r ) Certains termes peuvent étre nuls. x ne prend pas nécessairement toutes les valeurs
possibles de X mais uniquement celles compatibles avec I’événement Z = z (de
méme pour y valeurs de Y).

Proposition 5.2.1 La somme de deux variables aléatoires indépendantes de lois de
POISSON Z2(1) et 2 (u) suit la loi de POISSON Z2(A + p).

Démonstration. Soient X une variable aléatoire de loi £2(1), Y une variable aléatoire
de loi (u), avec X et Y indépendantes. Soit Z = X + Y, la variable aléatoire somme. X
et Y prennent toutes les valeurs entiéres positives, Z prend donc aussi toutes les valeurs
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entieres positives. Pour tout entier positif k

P(Z=k = Y P(X=i-P(Y=k-1)
ieIN

k Ai /J'k_i
_ A2 ) [en
;)(e i!)x(e (k—i)!)

e MW ko g o
— A k—i
o Zan—ptH
e k(o
— /11 k—i
Kl Z(i) K

i=0

e—(x’t+p)

P(Z=k) =

(A+p)F par le binome de NEWTON

Donc Z suit la loi de POISSON P(A + p).

On a un résultat analogue pour la somme de loi binomiale. On démontrerait

Proposition 5.2.2 La somme de deux variables aléatoires indépendantes de lois bino-
miale %8(n, p) et 98(m, p) suit une loi binomiale %(n + m, p).

La loi %(n, p) peut étre considérée comme la somme de n variables aléatoires
mutuellement indépendantes de BERNOULLI (1, p). Dés lors, si X; désigne n variables
aléatoires indépendantes, alors S, = Z;’: 1 Xi suit une loi binomiale et on retrouve

n n n
ES,) =) EX;)=) p=np et Var(S,) =) Var(X;) =npq
i=1 i=1 i=1

5.2.2 Cas continu

Rappelons la définition d'un produit de convolution *. Sous réserve de convergence

(f*g)(x):fIRf(y—x)g(y)dy (5.3)

Proposition 5.2.3 La densité de probabilité de la somme de deux variables aléatoires
a densité indépendantes est le produit de convolution des densités des deux variables
aléatoires. C’est a dire

fxsy =fx*fy (5.4)

R Cette formule est la traduction « continue » de la formule du cas discret. Pour
la loi (fonction de densité ou probabilité ponctuelle) de Z en z, on ajoute (inté-
grer ou sommer) tous les produits (des fonctions de densité ou des probabilités
ponctuelles) pour les valeurs x et y de X et Y tellesque x+ y = z.

= Exemple 5.1 La somme de deux lois Gamma indépendantes I'(r,A) et I'(s, A) suit la
loi Gamma I'(r + 5, A). Soient X et Y deux variables aléatoires de loi respective I'(r, 1)
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etI'(s,A) avec X et Y indépendantes. Soit Z = X + Y, la variable aléatoire somme. X et
Y prennent toutes les valeurs réelles positives, Z prend donc aussi toutes les valeurs
réelles positives. Pour tout réel z

0 si z<0

(2) = (fx* fy)(2) = z
Iz FxxJy f fx(®: fy(z—1t)dt sinon
0

La fonction f7 n’est pas forcément définie en 0, on peut choisir fz(0) =0etsiz>0

/’LT+S z

I'(r)-T'(s)Jo
Ar+se—/1z z

= —— | " lz-ptdr
I'(r)-T'(s)Jo

fZ(Z) r—le—/lt_(z_t)S—le—/l(Z—[)dl.

Ar+se—/lz 1

= — | w2 Y z-uz'zdu art=uz
r(r)-r(s)fo (ua)™ (z=uz) P
/lr+szr+s—1e—itz 1

fz(z) = T T B(r,s) ol ﬁ(r,S):fO W T -w'du

[z estune densité, la valeur du réel f(r, s) est telle que f fz =1, donc la fonction béta
R

est
I'(r)-I'(s) .
rs)=— )
pr,s) I'(r+s) (5.5)
0 si z2<0
fz(2) = (fx * fy)(2) = s ZT*+s~lg=Az ) Laloide Z estdonclaloiI'(r +
——— sinon
I'(r+s)
s, A). -
= Exemple 5.2 Soient Yj,---, Y}, des variables aléatoires indépendantes suivant des lois

normales centrées réduites et Z définie par
_y2 2
Z=Y2 4+ Y}

Nous avons vu a 'exemple 3.1 que Y; suit une loi du y? a 1 degré de liberté. Or cette
derniere est aussi une loi Gamma de parametre (%; %). D’apres ce qui précede, Z suit
donc une loi F(%; %). C’est I'expression de la loi du )(2 a k degré de liberté. En particulier,
on en déduit |'expression de 'espérance et de la variance pour la loi du y?

E(Z) = kE(Y}) =k et Var(Z)=kVar(Y}) =2k

De méme que pour la somme de loi I', on démontrerait le résultat fondamental
suivant
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Proposition 5.2.4 Lasomme de deuxlois normales indépendantes A (u, o) et A (¢, o’
suit la loi normale A (,u +u,Vor+ 0’2).

Ce résultat se démontre en faisant le produit de convolution de deux gaussiennes,
ou plus simplement en utilisant les résultats connus sur les fonctions caractéristiques,
voir la section 6.4.






6. Espérance et moments

« L'accumulation met fin d ['impression de hasard. »

Sigmund Freud.

6.1 La notion d’espérance mathématique

Définition 6.1.1 Soit X v.a. de (O, </, P) dans (E,&). Lespérance mathématique de
lav.a. X, sielle existe, est définie par :

E(X) :f X(w)P(dw).
Q

R Lorsque'espérance de X est définie (IE(] X]) < 00), on dit que X est intégrable ce
qui est le cas lorsque :
— X =0 (etdans ce cas [E(X) € [0, +00]);
— X de signe quelconque et fQ | X (w)|P(dw) < oo .

Propriété 6.1.1 L'espérance est une intégrale au sens de Lebesgue. A ce titre, elle
hérite de toutes les propriétés de celle-ci que nous rappelons dans le cas des variables
aléatoires réelles (v.a.r.) :
o Linéarité:si X et Y sontdeuxva.r.eta,belR, E(aX+bY) =alE(X) +
bIE(Y).
e Croissance: si X et Y sont deux v.a.r. telles que X < Y (c’est a dire Vw €
Q, X(w) < Y(w) alors IE(X) <IE(Y).
» Variable aléatoire constante : si X v.a.r. et a € IR tels que X(w) = a,Vw,



60 Chapitre 6. Espérance et moments

I alors IE(X) =
e Si X et Y sontdeux v.a.r. telles que X =Y p.s. alors [E(X) = IE(Y).

I Exercice 6.1 Démontrer les quatre assertions de la propriété 6.1.1. .

Théoreme 6.1.2 — Théoréme de transfert ou de transport. Soit X une variable aléa-
toire a valeurs dans (E, &). Soit ¢ une application mesurable de (E, &) dans (IR, 2 (IR))
telle que ¢(X) soit une variable aléatoire intégrable. Nous avons alors :

IE(cb(X))=fﬂqb(X(w))P(dw)=fE¢(X)Px(dX)-

En particulier, pour une variable aléatoire définie sur E = R? admettant une densité
fxona:

IE(<P(X))=fIqub(x)fX(x)dx.

= Exemple 6.1 Soit X v.a.r. de densité exponentielle définie Vx € IR par fx(x) = Ae Mg+ (x), 1>
0. On a alors

[E(X)

f Axe Mg+ (x)dx
R

+00

Axe Mdx

0
) T
[—xe "]+ f e dx
0

(intégration par parties)

1 +00 Ax
0+— Ae "d
AA/() e X

1
T

= Exemple 6.2 Soit X v.a. binomiale a valeurs dans {0,...,n} (n un entier fixé) avec
Vo<ks<n,P(X=k) =Ckp*1-p)" % (pelo,1]fixé). Alors

n
EX) = ) kP(X=k)
k=0
n
k:O
L n(n-1)!

_ _\n—k
B kX::l(k 1= ge—m” P

n—1

Z 1pq+1 p)n—l—q
n—

n-l-q _

(changement d’indiceen g = k—1)

= np(p+1—p) np.
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La remarque suivante souligne a nouveau le fait que le calcul des probabilités est un
calcul d’intégrales.

R Soit X une variable aléatoire réelle de densité fx et B € Z(R).

P(X e B)

[ fx(x)dx
B

f]RﬂB(x)fX(x)dx
E(p(X)) .

6.2 Moments d'une variable aléatoire

Définition 6.2.1 — Moments d’une v.a. Si X est une v.a. telle que pour k € IN, X*
est intégrable alors le moment d’ordre k de X est défini par :

mi(X) = B(X").
Le moment centré d’ordre k de X est défini par :

() =B ((X - ECO)¥).

Parmi ces moments, le moment centré d’ordre 2 de X joue un role particulier. On le
connait également sous le nom de variance de X.

Définition 6.2.2 — Variance. Si X est une v.a. telle que X? est intégrable alors la
variance de X estle moment centré d’ordre 2 de X c’est a dire :

Var(X) = E((X - [E(X))%).

Var(X) est souvent notée Ui voire g s'il n'y a pas d’ambiguité.

Propriété 6.2.1 Lavariance de X est également :
Var(X) = E(X?) - E(X)*.

I Exercice 6.2 Démontrer la propriété 6.2.1. .

R Cette forme de la variance est particulierement utile pour les calculs de variance.

» Exemple 6.3 Soit X v.a.r. de densité exponentielle définie Vx € IR par fx (x) = le Mg+ (x), 1>
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0. On calcule :

E(X%) = f Ax?e Mgy (x)dx
R

+00

Ax%e Mdx

0

+00
(intégration par parties) = [-xe ¥} +f 2xe Mdx
0

0+ 2IE(X)
A
2

A%

La variance de X est donc:

Var(X) = IE(X?) -IE(X)?

_ 3_(1)2
ARV
1
ﬁ.

= Exemple 6.4 Soit X v.a. binomiale a valeurs dans {0,...,n} (# un entier fixé) avec
VO0<k=nPX=k = C,’ipk(l — )"k (pe0,1] fixé). On calcule :

n
Y KP(X =k
k=0

n
= Y Kcipta-p*
k=0

[E(X)

n n

= Y kk-DCkp*a-pF+ Y kckpFa-pnt
k=0 k=0
" p(n-1)(n-2)

B ,(;z(k—Z)!(n—Z—(k—Z))!

n(n—l)p2+np.

pka-p) " P+ EX)

(changement d’indice)

La variance de X est donc:

E(X%) - E(X)?
nn- 1)p2+ np- (np)2 = —np2 +np
np(l-p).

Var(X)

Avant d’aller plus loin, introduisons une généralisation de la variance appelée cova-
riance.



6.2 Moments d'une variable aléatoire 63

Définition 6.2.3 Considérons deux variables aléatoires X et Y de carré intégrable. La
covariance de X et Y est définie par:

Cov(X,Y) =E[(X-EX) (Y -IEY))].

R Lacovariance de X et X n'est rien d’autre que la variance de X :

Cov (X, X) =Var (X).

Propriété 6.2.2 Comme pour la variance, on peut développer la covariance sous la
forme :
Cov(X,Y)=EXY)-IEX)E(Y).

I Exercice 6.3 Démontrer la propriété 6.2.2. .

Grace a la notion de covariance, nous pouvons préciser le comportement du mo-
ment centré d’ordre 2 vis a vis des transformations linéaires.

Propriété 6.2.3 Contrairement a I'espérance, la variance et la covariance ne sont pas
des opérateurs linéaires. Plus précisément :
e si X estuneva.eta, beR, Var(aX + b) = a®Var(X);
* siXetY sontdeuxva.eta,a’,b,b' € R,Cov(aX+b,a'Y +b')=aa'Cov(X,Y).;
e si X et Y sontdeuxv.a., Var(X +Y) =Var(X) + Var(Y) +2Cov(X, Y).

I Exercice 6.4 Démontrer les trois résultats de la propriété 6.2.3. .

Dans le cas général, la variance d'une somme de variables aléatoires n’est donc pas
égale a la somme des variances de ces variables aléatoires. C’est le cas, si et seulement
si, Cov(X,Y) =0 c'est adire si et seulement si [E(XY) = E(X)IE(Y).

I Définition 6.2.4 On dit que les variables X et Y sont non corrélées si leur covariance
estnulle c’estadiresi[E(XY) = E(X)IE(Y).

Théoreme 6.2.4 Soient Xj,..., X, des variables aléatoires indépendantes a valeurs
(respectivement) dans des espaces mesurables (E;,&1),...,(E,, &y). Alors V¢, : E} —
IR mesurable,..., V¢, : E, — IR mesurable :

IE (¢1(X1)...0n (X)) = E (1 (X1) x -+ x E(pn(X,)) -

I Corollaire 6.2.5 Deux variables aléatoires indépendantes sont non-corrélées.

) Laréciproque est fausse en général. @
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Corollaire 6.2.6 Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes alors :

Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y).

Cas vectoriel

Pour une variable aléatoire multidimensionnelle X a valeurs dans IR”, on fait ap-
pel a un vecteur espérance mathématique défini comme le vecteur constitué par les
différentes espérances mathématiques des variables marginales, on le note [E(X) ou
my .

EX) = my = [E(X)),.., B(X3), ., EX)] ",

car il est commode, comme on le verra plus loin, de le noter sous la forme d'un vecteur
colonne.

Pour apprécier la dispersion d'une variable aléatoire multidimensionnelle, on pour-
rait considérer le vecteur (0% , .. aik, 0% ) T mais I'information fournie serait insuffi-
sante car elle ne concernerait que les dispersions des projections de X sur les axes de
coordonnées, axes dont le choix est souvent arbitraire. En réalité, la notion de variance
que vous connaissez est la restriction au cas unidimensionnel d’'une matrice appelée
matrice de covariance.

Définition 6.3.1 La matrice de covariance du vecteur X est la matrice carrée notée
Cx et définie par:

Cx = [E[(X - my)(X—my ] = EXX") - mxm,,

Propriété 6.3.1 Le terme C; ; de la matrice Cx est IE[((X; — [E(X;))(X; — [E(X;))] =
Cov(Xj, Xj), c’est a dire la covariance des variables marginales X; et X;.

) Comme Cov(X;, X;) = Cov(Xj, X;), la matrice de covariance est une matrice symé-
trique réelle.
Sur sa diagonale, on retrouve les Cov(X;, X;) = Var(X;).

Propriété 6.3.2 Quel que soita = (ay, .., a,)’ unvecteur de IR”, ona:
2
a’Cca=Efa’ X-my(X-m,) al = (a’ X-m,)*| >0.

La matrice de covariance est une matrice semi-définie positive.

Fonction caractéristique
Définition et principales propriétés

Tout d’abord la notion de variable aléatoire réelle s’étend au cas complexe en consi-
dérant X a valeurs dans C et non plus seulement dans IR. Ainsi si X est une variable

aléatoire réelle et t un parametre réel, e''X définit une variable aléatoire complexe
définie sur (Q, «f).
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Définition 6.4.1 — Fonction caractéristique. On appelle fonction caractéristique
de la variable aléatoire X la fonction px de la variable ¢ définie par 'espérance
mathématique de la variable aléatoire e'X.

px () :rE(e”X) 6.1)
— si X est une variable aléatoire discrete, alors

px(t) =) "™ P(X = xy) 6.2)
k
— si X est une variable aléatoire continue ayant pour densité f, alors

px(t) = f e f(x)dx (6.3)
R

) Dans le cas continu, px coincide avec la transformée de FOURIER (inverse) de la
densité f pour un choix particulier des parametres. Pour rappel, la transformée de
f est

+o00

ZF(f)(w) =f e U f(ndrt (6.4)

—00

et elle transforme le produit de convolution en produit & (f * g) = F(f) x Z (g).

Proposition 6.4.1 — px est continue sur IR et bornée par px(0) = 1.
— Pour tout couple (a,b) € IR?, on a pax4p(t) = e’btpx(at).
— Si X et Y sont indépendantes alors

‘ Px+y =Px PY ‘ (6.5)

Démonstration. La premiere propriété provient du fait que X étant une variable aléa-
toire réelle alors . .
IE(e" )| < E(le" ) =E(1) = P(Q) = 1= px(0)

Les autres propriétés sont immeédiates, en utilisant les résultats connus sur la transfor-
mée de FOURIER et celui sur la somme de variables aléatoires indépendantes. [ ]

Fonctions caractéristiques et moments

Proposition 6.4.2 — SiE(X®) < +oo pour s € IN* alors
pP(0) = i*E(X") (6.6)
— En particulier
E(X) = —ip'y (0) et Var(X) = p’y*(0) — p’4 (0) 6.7)

Démonstration. La condition E(X®) < +o0o permet de dériver s fois la fonction caracté-
ristique. Par exemple, dans le cas continu, on a

px(t) :f e f(x)dx
R
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N

0 ) ;
(e — itx ) s, itx
Py (t)—fIRaSt(e f(x))dx i f}Rx e f(x)dx

En particulier

PP (0) = iff x*- f(x)dx = iE(X®)
R

La seconde relation découle des définitions.

p ) Silafonction caractéristique est développable en série entiere, alors par la formule

de TAYLOR
+o00 ¢
px(t)=} — i'E(X") 6.8)
s=0 S
En particulier
t2
px() =1+itE(X) - E[E(XZ) + t2e(1) avec £(1) —0 (6.9)

Réciproquement, d’apres les propriétés de la transformée de FOURIER, on peut
montrer que deux variables aléatoires ayant la méme fonction caractéristique, ont
meéme loi de probabilité car la transformée de Fourier définie sur I'espace des mesures
de probabilité sur R? est injective : on retiendra donc que

La fonction caractéristique détermine la loi de la variable aléatoire X.

En pratique, pour montrer que deux variables aléatoires ont méme loi, on peut tenter
de prouver qu’elles ont méme fonction caractéristique. C’est ainsi que I'’on démontera
le théoréme central-limite.

r ) Enutilisant les fonctions caractéristiques, on retrouve les résultats suivants.

— La somme de deux lois binomiales %(n, p) et (n’, p) indépendantes est
une loi binomiale B(n+ n', p).

— Lasomme de deux lois de POISSON Z2(A) et 22(1’) indépendantes est une loi
de POISSON Z(1 + 1").

— La somme de deux lois normales indépendantes est encore une loi normale.
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Fonctions caractéristiques des lois usuelles

Loi Binomiale B(n; p) px(t) =(q+pe'H)"
Loi de POISSON P(A) exp(A(e’l —1))
peit
Loi géométrique 4 -
g q (p) 1-— q elt
eiat —a
Loi unif discret U —— ¥ ekt
oi uniforme discrete [l bl] b_arl, e
eitb _ eim
Loi unif ti U _—
oi uniforme continue [a,b] h—a)
. . it\!
Loi exponentielle &) 1- n
Loi normale N (u,0) exp (uit — %)

Justifions rapidement ces valeurs. Pour la loi binomiale

" I'n L " [n . B .
pX(t):Z pkqn keztk:Z (eztp)kqn k:(q+pezt)n
k=0 k k=0 k
Pour la loi de POISSON,
+00 /’Lk' +00 (ellA)k

px(=e*y Fe”k =e o exp(A(e'’ — 1))
k=0 K- '

k=0

Pour la loi géométrique,
el t

Jio k-1 itk it-'f ink_ _P
px(®)=) pq" e =pe (e)'=————
k=1 k=0 1-ge'

Pour la loi uniforme continue,

1 b eil’b_eil‘d
£ = itxd —
px(D) b-—alg ¢ o ittb—a)
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Pour la loi exponentielle,

A
A—it
Terminons par la loi normale centrée réduite. Nous savons que la transformée de

FOURIER d’'une fonction gaussienne est encore de type gaussien (voir (6.4) pour la
définition). Plus précisement,

+00 .
px () lef e AiDxgx =
0

F (t— exp(-nt?)) (w) = exp(—mu?)

donc en effectuant un changement de variable, la fonction caractéristique de la loi
normale centrée réduite est )
r
px(t) =exp ( )

2
En utilisant la proposition 6.4.1, on obtient la fonction caractéristique d'une loi normale
N (u,0).

Inégalités de Jensen, Bienaymé-Tchebichev et Markov

Les trois théorémes suivants permettent d’encadrer le comportement incertain des
variables aléatoires. Elles limitent en effet les domaines de variabilité des variables en
fonction des moments qui les caractérisent. Elles sont, en particulier, tres utiles en
statistique.

Théoreme 6.5.1 — Inégalité de Jensen. Soit ¢ : IR — IR mesurable convexe. Soit X
v.a.r. intégrable telle que ¢(X) est intégrable. Alors :

¢ (EX) < E(p(X)) .

La démonstration de ce théoreme, est un peu technique mais tout a fait accessible a
des étudiants tels que vous.

Théoreme 6.5.2 — Inégalité de Markov. Soit X v.a.r. positive, intégrable. Soit A > 0.
Alors :

P(X=zQ) < %IE(X) .

Corollaire 6.5.3 — Inégalité de Bienaymé-Tchebichev. Soit X v.a.r. telle que X? est
intégrable. Alors :
Var(X)

PIX-E(X)|2 M) < —3

Démonstration du théoreme 6.5.2. Pour tout w, X (w) = Alx =2 donc, par la propriété
de croissance (cf. propriété 6.1.1),

[E(X)

vV

[E(AT1x>2)
AP(X=AQ).
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Démonstration du corollaire 6.5.3.

P(X-IEX)|=A) P(X -IE(X))* =A%)

(par inégalité de Bienaymé-Tchebichev) < %IE (X -EX))?) .

|

Théoreme 6.5.4 — Inégalité de Markov généralisée. Si X v.a.r. avec X2 intégrable et

sid>0alors: ECX)

P(X|=A) = -
Démonstration du théoreme 6.5.4.
P(XI=1) = P(X*=z1%
(par inégalité de Bienaymé-Tchebichev) < %)2(2) .

]

Caractéristiques des variables aléatoires

Comme nous avons eu I'occasion de le dire a plusieurs reprise, la connaissance de
laloi fx d’'une variable aléatoire X nous donne acces a tous les secrets de celle-ci. Ce-
pendant, il est parfois tres utile de pouvoir résumer cette information, de la synthétiser
en la réduisant a une ou un petit nombre de valeurs numériques caractéristiques. On
distinguera ainsi :

« les caractéristiques de position, encore appelées caractéristiques de locali-
sation qui visent a indiquer un « centre » ou un « repere » autour duquel se
positionnent les valeurs prises par la variable aléatoire X;

o les caractéristiques de dispersion qui donnent, comme leur nom l'indique,
un ordre de grandeur de la dispersion des valeurs prises par la variable
aléatoire X, permettant ainsi de caractériser leur concentration;

« les caractéristiques de forme qui permettent de caractériser I'asymétrie et
I'aplatissement de la distribution de la loi fx de X.

Caractéristiques de position.
Il est important de retenir que les caractéristiques de position sont homogenes a X.

La plus utilisée des caractéristiques de localisation est I'’espérance mathématique,
souvent appelée moyenne. Pourtant, ce n’est pas nécessairement la plus pertinente et
d’autres que nous définissons maintenant sont également tres utilisées. La définition
de ces caractéristiques permettant de comprendre ce qu’elles caractérisent, nous ne
ferons pas de commentaire particulier quand a leur utilisation qui sera illustrée, en TD
et, plus tard, en statistique descriptive.
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Définition 6.6.1 Le mode, mode(X), de la variable aléatoire X est la valeur pour
laquelle la densité fx (au sens de Radon-Nikodym) de X atteint son maximum.

R mode(X) est la valeur la plus souvent « observée » de la variable aléatoire X.

Définition 6.6.2 On appelle quantile ou fractile d’ordre a, (0 < a < 1) de la variable
aléatoire X, de fonction de répartition Fy, la valeur x, telle que F (x,) = a.

Certains quantiles sont particulierement utilisés :

e X( caractérise la valeur minimale de X ;

e x; caractérise la valeur maximale de X :

e med(X) = xo5 est la médiane de X. Elle sépare en deux parties « égales »
les valeurs prise par X. C’est une caractéristique de tendance centrale au
meéme titre que 'espérance. C’est la valeur pour laquelle la fonction de
répartition de X vaut 1/2:

Fx (med(X)) = %

et les percentiles (ou cen-

R) Les quartiles (xo,x;,x0,5,x;,,x1), les déciles (xi)
1 1 10/0<i<10

tiles) (x i sont les plus utilisés des quantiles.

W)OSiSIOO

Caractéristiques de dispersion.

Les moment centrés et non centrés d’ordre p > 1 sont les caractéristiques de disper-
sion les plus utilisées. La variance Var(X) est, en particulier, considérée comme étant la
mesure de dispersion « de référence » par la plupart des utilisateurs des statistiques. On
interprete en effet Var(X) = [E((X — IE(X))?) comme étant une mesure de la dispersion
de X autour de sa « moyenne », IE(X).

Toutefois, comme la variance est homogene a X?, on ne peut pas la comparer
directement a [E(X) (qui rappelons-le, est homogene a X). Pour cela, on introduit
I'Técart-type

Définition 6.6.3 L'écart-type de X est défini par:

ox = v/ Var(X).

Un moyen usuel de mesurer la dispersion, relativement a la moyenne est le coeffi-
cient de variation.
Définition 6.6.4 Le coefficient de variation CV (X) de X est sans unité comme tout
bon « coefficient ». C’est le rapport de I'écart-type a la valeur absolue de la moyenne :

T EX)|

CV(X)

R Le coefficient de variation est parfois exprimé en pourcentages.
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R Le coefficient de variation permet de comparer la dispersion relative de distribu-
tions qui ne sont pas du méme ordre de grandeur. Plus CV (X) est proche de 0,
moins la distribution est dispersée, plus il est proche de 1 (pire... si il dépasse 1)
plus la distribution est dispersée.

Une autre mesure de la dispersion tres utilisée en statistique est basée sur la notion
d’étendue entre fractiles.
Définition 6.6.5 On appelle étendue la différence x; — xp entre la valeur maximale
et la valeur minimale de X.

R l'étendue caractérise donc la dispersion de 'ensemble des valeurs prises par X.

I Définition 6.6.6 On appelle étendue inter-quartiles la différence X3 = X1 entre la

valeur maximale et la valeur minimale de X.

R ) Létendue inter-quartiles mesure I'« étalement » de la moitié centrale de la distribu-
tion des valeurs de X.

Pour une variable aléatoire bivariée, (X, Y) la covariance est une mesure de la dis-
persion des « points » dans 'espace.

Définition 6.6.7 Lorsque les deux variables aléatoires sont non constantes (c’est a
dire lorsque o x >0 et oy > 0), on normalise souvent la covariance par le produit des
écarts-types. On obtient alors ce qu’on appelle le coefficient de corrélation linéaire

entre X et Y. On le note :
Cov(X,Y)

XYy =
P Ox0y

Le coefficient de corrélation linéaire présente quelques propriétés importantes :
e lpx,yl=1;
e Sipx,y >0 [resp. px,y <0], on dit que les variables aléatoires X et Y sont
positivement [resp. négativement] corrélées;
e px,y =0« Cov(X,Y) =0, les variables sont non corrélées.

Ce coefficient donne une mesure du degré de « dépendance » linéaire entre les variables
aléatoires X et Y.

Caractéristiques de forme.

Deux coefficients de forme dus a Fischer, y;, 'asymétrie, et y», 'aplatissement,
permettent de caractériser la forme de la densité de la variable X. Ils s’expriment en
fonction des 4 premiers moments de X (s'ils existent!).

Définition 6.6.8 Le coefficient d’asymétrie, y; est une valeur sans dimension définie
par:
_ws(X)  E((X-EX)®)

3 3
X X

Y1

o o
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| 11 n'est pas affecté par un changement d’origine et d’échelle.

Les informations apportées par le coefficient d’asymétrie également appelé skew-
ness sont résumeées sur la figure ci-dessous.

\f\{1>0

S~

=0 m<0/

S

Mode | Moyenne Moyenne Moyenne | Mode

Médiane Mode Médiane
Médiane

FIGURE 6.1 — Discussion de I’asymétrie suivant le signe de y;.

Définition 6.6.9 Le coefficient d’aplatissement, y, est une valeur sans dimension
qui permet de situer la hauteur de la courbe de la densité fx de X par rapport a une
loi de référence, la loi normale. Il est défini par :

(X)
Y2 = Ha 7 -3.
Ox

La constante « 3 » permet d’avoir y, = 0 pour la loi normale centrée (espérance nulle)
et réduite (variance égale a 1).

Les informations apportées par le coefficient d’aplatissement également appelé
kurtosis sont résumées sur la figure ci-dessous.

v,>0 V,<0

FIGURE 6.2 — Discussion de I'aplatissement suivant le signe de y».
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« Les charmes enchanteurs de cette sublime science ne se décélent dans
toute leur beauté qu’a ceux qui ont le courage de ['approfondir. »

Karl Friedrich Gauss, Lettre de Gauss a Sophie Germain du 30 avril 1807.

7.1 La loi normale

Etudiée depuis les années 1770 par De Moivre et Laplace, c’est seulement en 1812
pour Karl Friedrich Gauss qu’elle prit sa forme définitive. On I'appelle tant6t loi de La-
place, tant6t loi de Gauss, tantot loi de Laplace-Gauss. On trouve aussi la dénomination
de loi normale au sens ou elle caractérise la distribution d’équilibre de I'ordre, ou plutot
du désordre « naturel » (en I’'absence de toute intervention extérieure). Du point de vue
mathématique ceci se traduit par le théoréme de la limite centrale que nous verrons
plus loin. D’un point de vue physique, c’est I'entropie maximale au sens de Shannon
qui est modélisée par la loi normale.

Pour faire ressortir toute son importance et sa forme, W.J. Youden, du National
Bureau of Standards, a eu I'ingénieuse idée de la présenter telle qu’elle apparait ci-
dessous.

7.1.1 Définition et propriété
Définition 7.1.1 Une variable aléatoire suit une loi normale si sa densité de proba-
bilité est de la forme :

flx) = e 23 vxe R

1
ovV2m

Cette loi que 'on note .4 (i, o) ne dépend que des deux parametres u et 0.
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THE
NORMAL
LAW OF ERROR
STANDS OUT IN THE
EXPERIENCE OF MANKIND
AS ONE OF THE BROADEST
GENERALITATIONS QF NATURAL
PHILOSOPHY @ IT BERVES AS THE
GUIDING INSTRUMENT IN RESEARCHESR
INTHE PHYBICAL AND SOCIAL SCIENCES AND
IN MEDICINE AGRICULTURE AND ENGINEERING @
ITIS AN INDIBPENSABLE TOOL FOR THE ANALYS!S AND THE
INTERPRETATION OF THE BASIC DATA QBTAINED BY OBSERVATION AND EXPERIMENT

FIGURE 7.1 — Présentation de I'importance de la loi normale par WJ. Youden.

R ) Pour que f soit une densité de probabilité il est nécessaire que o > 0.

Lorsque o — 0, on parle de loi normale dégénérée. Cette loi se résume a une
mesure de Dirac 6,(.) en p.

Propriété 7.1.1 Si X est une v.a. normale A (i, 0?), alors :

EX)=p, Var(X)=0% oX) =o0.

I Exercice 7.1 Démontrer la propriété 7.1.1. .

7.1.2 Caractéristiques de la distribution normale.

La fonction de densité de la loi normale a la forme d’une « courbe en cloche ». En
fait il ne s’agit pas d'une courbe unique mais plutot d'une famille de courbes dépendant
de p et 0.

R ) Modifier le parameétre u revient a effectuer une translation de la courbe.

Plus o est grand, plus la densité est aplatie.

Propriété 7.1.2 La densité est symétrique par rapport a la droite d’équation x = p.
Laire sous la courbe de part et d’autre de cette droite est donc égale a % uestla
médiane de la densité normale.

I Exercice 7.2 Démontrer la propriété 7.1.2. .

I Propriété 7.1.3 La densité atteint son maximum pour x = u. u est le mode de la
densité normale.

I Exercice 7.3 Démontrer la propriété 7.1.3. n

p ) Pour la loi normale, Pespérance, le mode et la médiane sont confondus. C’est
I'une des caractéristiques de cette loi et une interprétation que I'on peut en donner
est que «'ordre (ou le désordre) naturel » s’équilibre autour d'une moyenne, d'un
mode et d'une médiane confondus.
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FIGURE 7.2 — Exemple de courbes de la densité normale.

La fonction de répartition de la loi normale est donnée par :

]. X _l(ﬂ)Z
VxelR, q)wz (x) = e 20’ dx.
oV271 J-

r) Iln'existe pas d’expression explicite connue de la f.d.r. de la loi normale. Pour un
xo donné, @, ;2 (xo) peut étre calculée, avec la précision désirée, par des méthodes
numériques.

La représentation graphique de la figure 7.3 met en évidence le fait que la fonction
de répartition @ de la loi normale est symétrique par rapport au point (g, %), point pour
lequel la pente de la tangente a la courbe est la plus élevée.

R ) Modifier le parameétre u revient a effectuer une translation de la courbe.

Plus o est petit, plus la pente de la fonction de répartition autour de la moyenne
est marquée.

Comme le montre la figure 7.4, on peut construire des intervalles, centrés autour de
u, faisant intervenir I'écart-type et permettant de résumer la distribution des valeurs
d’'une variable aléatoire suivant une A4 (u,0). Ainsion a:

Plu—-o<X<pu+o) = 0.6826;
Pu-20<X<pu+20) = 0.9544;
P(u-3c<X<u+30) = 0.9974.



76 Chapitre 7. Loi normale et vecteurs gaussiens

FIGURE 7.3 — Exemple de courbes de fonctions de répartition de la loi normale.

7.1.3 QOpérations sur les v.a. normales

Proposition 7.1.4 Considérons une variable aléatoire X de loi normale A (u, a?).
Soient également a et b deux réels quelconques. Alors :

£ (aX+Db)=N(au+b,a*c?).

r ) Lorsqu’'on effectue le changement de variable affine Y = aX + b d’'une variable
aléatoire X, les propriétés de I'espérance et de la variance permettent d’affirmer
que la variable aléatoire Y aura pour espérance IE (Y) = alE (X) + b et pour variance
Var (Y) = a®Var (X).

I Exercice 7.4 Démontrer la proposition 7.1.4. 0

Proposition 7.1.5 Considérons deux variables aléatoires X; et X, de lois normales
respectives A (uy, 0%) et A (uz, 0%). Si X; et X, sont indépendantes alors :

Z(X;+X5) :W(Ml +,Lt2,0'%+0'%).

r ) Rappelons que lorsqu’on somme deux variables aléatoires indépendantes X; et
X5, les propriétés de I'espérance et de la variance permettent d’affirmer que la
variable aléatoire X; + X, aura pour espérance IE (X + X») = [E(X;) +1E (X») et pour
variance Var (X; + X,) = Var (X3) + Var (X3).
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FIGURE 7.4 — Intervalles remarquables de la loi normale.
I Exercice 7.5 Démontrer la proposition 7.1.5. .

Exercice 7.6 Trouver un exemple montrant que la somme X + Y de deux v.a. nor-
males X et Y non indépendantes n’est pas nécessairement une v.a. normale. .

Le fait que I'on préserve la normalité par transformation affine permet d’associer a

. . . . X-EX) . .
toute variable aléatoire normale X sa version standardisée Z = o qui est une loi
o
normale d’espérance nulle et de variance unité.

Pour toute variable aléatoire X suivant une loi normale A (y, 02) on peut donc

K suivant la loi normale

se ramener, par centrage et réduction, a une v.a. Z =
standardisée .4(0,1).

Réciproquement si Z suit une loi normale centrée et réduite .4(0,1), la variable
aléatoire X = o Z + y suit une loi normale A (i, 02).

Propriété 7.1.6 Il suffit de connaitre parfaitement la fonction de répartition d'une
seule v.a. normale pour connaitre celle de toutes les autres. C’est la loi normale
standardisée qui joue ce role de référence. On retrouve la description de cette loi
dans des tables de valeurs du type de celle de la figure 7.5.

Vecteurs gaussiens

La notion de loi normale telle que nous I’avons décrite plus haut nous restreint a
des v.a. a valeurs dans IR. L'extension vectorielle de cette loi amene un certain nombre
de (bonnes) surprises que nous nous proposons de développer maintenant.

Définition 7.2.1 Un vecteur aléatoire X = (X, ..., X,;)T a valeurs dans IR” est un vec-
teur gaussien si toute combinaison linéaire de ses composantes suit une loi normale
(avec la convention que la mesure de Dirac, 6 @ au point y est la «loi normale »
N (1,0)).

Autrement dit, X est un vecteur gaussien si :

Va e R", le produit scalaire (a,X) suit une loi normale.
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R Enparticulier, chaque composante X; de X suit donc une loi normale.
g% La réciproque est fausse en général!

Il ne suffit pas que toutes les composantes X; de X suivent des lois normales pour
que X soit un vecteur gaussien.

7.2.1 Transformation affine d’un vecteur gaussien

Proposition 7.2.1 Considérons un vecteur gaussien X a valeurs dans IR”. Son espé-
rance est notée mx et sa matrice de covariance est notée Xx.
Limage :

Y=AX+b

de X par une transformation affine ot A est une matrice k x n et b un vecteur a k
lignes est encore un vecteur gaussien d’espérance :

my = Amx+ b,

et de matrice de covariance :
Sy=AZxAT.

p) En particulier, pour tout sous-ensemble I c {1, ..., ni}, le vecteur extrait (X;);c; de X
est donc également un vecteur gaussien.

I Exercice 7.7 Démontrer la proposition 7.2.1. .

7.2.2  Vecteurs a composantes gaussiennes indépendantes.

Proposition 7.2.2 Soient X, ..., X,, n variables aléatoires gaussiennes et indépen-
dantes. Alors X = (X, ..., X,,) | est un vecteur gaussien.

I Exercice 7.8 Démontrer, par récurrence, la proposition 7.2.2. 0

r ) Il suffit donc que les composantes d'un vecteur soient gaussiennes et indépen-
dantes pour que le vecteur soit un vecteur gaussien.

@ I'ajout de 'hypothese d'indépendance est fondamental dans ce résultat!

7.2.3 Caractérisation d’un vecteur gaussien.

Nous nous intéressons ici aux conditions d’existence et aux parametres permettant
une caractérisation univoque des vecteurs gaussiens. Pour cela, nous établissons deux
théorémes essentiels.

Théoreme 7.2.3 Considérons un vecteur m € IR” et une matrice X € IR"*", symé-
trique et semi-définie positive.
On peut alors construire un vecteur gaussien X = (X, ..., X,,) 7 d’espérance m et de
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matrice de covariance X.

R Ilest donc possible de trouver au moins un vecteur gaussien pour lequel on se
donne un vecteur moyenne et une matrice de covariance. Rien n’assure cependant
que ce vecteur soit unique.

Exercice 7.9 Démontrer le théoreme 7.2.2.

Cette démonstration se fait en trois temps. Apres avoir justifié la possibilité de dé-
composer X sous la forme = = AAT, montrer qu'il existe un vecteur gaussien Z a
valeurs dans IR” dont le vecteur moyenne est Oy~ et la matrice de covariance est
Idgn. Conclure alors la démonstration en passant par une transformation affine bien
choisie. .

le théoreme suivant répond a la question que nous avons soulevée dans la remarque
précédente puisqu’il permet d’affirmer que la loi d'un vecteur gaussien est entierement
définie par son espérance et sa matrice de covariance.

Théoreme 7.2.4 Soient X et Y deux vecteurs gaussiens de méme espérance et de
méme matrice de covariance. Alors X et Y ont méme loi.

On peut donc définir de maniere univoque la loi d'un vecteur gaussien a partir de
la seule donnée de son espérance et de sa matrice de covariance. C’est |'’extension aux
vecteurs aléatoires du résultat que nous connaissons sur les lois normales sur IR.

Définition 7.2.2 Soient un vecteur m € IR" et une matrice X € IR""*", symétrique et
semi-définie positive. On note A" (m, Z) la loi commune a tous les vecteurs gaussiens
admettant m comme espérance et X comme matrice de covariance.

Avant de pouvoir décrire explicitement la forme de la distribution des vecteurs
gaussiens, il estimportant de compléter nos connaissances sur I'effet de I'indépendance
sur les vecteurs gaussien et réciproquement!

Vecteurs gaussiens et indépendance.

Intéressons-nous pour commencer a la distribution produit de plusieurs vecteurs
gaussiens dont on montre qu’elle est encore une distribution gaussienne.

Proposition 7.2.5 Soient dy, ..., dy, n entiers positifs et notons d = Z?:l d;. Soient éga-
lement m; € R4, ..., m,, € R%, n vecteurs et £; € R4*4 5 e R4 p matrices
symétriques semi-définies positives. Alors :

JV(ml,Zl)®...®JV(mn,Zn)ZJV(m,Z),

avec:
n 21 0

m= : etZ=1p
my 0o 0 %2,

0
0
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Exercice 7.10 Démontrer la proposition 7.2.5 en exploitant le lien entre indépen-
dance et mesure produit. .

p) En d’autres termes, on forme des vecteurs gaussiens entierement définis en ras-
semblant, dans un méme vecteur, des vecteurs gaussiens indépendants.

La proposition 7.2.6 est la réciproque de la proposition 7.2.5.

Proposition 7.2.6 Considérons un vecteur gaussien X = (Xj,..., X;)! dont la matrice
de covariance est diagonale par blocs :

21 0 0
2x=10 . 0
0o 0 %,

ol X; € R%*4i gyec Yi,di=d.
Alors, si Y; = (XI)---’Xdl)) Yz = (Xd1+lr---)Xd1+d2)) v Yy = (Xd1+...+dn_1+l)---r Xd))
les vecteurs Y, ..., Y, sont des vecteurs gaussiens et indépendants.

I Exercice 7.11 Démontrer la proposition 7.2.6 en exploitant la proposition 7.2.5. =

Avec le corollaire suivant, on percoit peut-étre mieux l'intérét de la proposition 7.2.6
et en particulier le lien entre non-corrélation et indépendance dans le cas des vecteurs
gaussiens.

Corollaire 7.2.7 Sile vecteur gaussien X = (X, ..., X,) T 3 une matrice de covariance
dont tous les termes non-diagonaux sont nuls, alors Xj, ..., X;; sont des variables
normales et indépendantes.

I Exercice 7.12 Démontrer le corollaire 7.2.7 de la proposition 7.2.6. .

Il'y a deux résultats importants a retenir dans ce paragraphe :

» La premiere, c’est que dans le cadre des vecteurs gaussiens, les notions
d’'indépendance et de non corrélation sont équivalentes;

o Laseconde, qui est une extension de la premiere dans le cadre des vec-
teurs gaussiens, c’est que 'indépendance mutuelle de 7 composantes est
équivalente a I'indépendance 2 a 2 de ces composantes.

En conclusion de ce chapitre, nous avons tous les éléments pour donner la forme
de la distribution d’'un vecteur gaussien qui, comme nous ’avons établi au paragraphe
7.2.3, est entierement défini par la donnée de son vecteur moyenne et de sa matrice de
covariance.
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7.2.5 Densité d’un vecteur gaussien.

Le résultat suivant, dont la restriction aux v.a. scalaires est la loi normale sur IR est la
conséquence de tous les résultats établis jusqu’ici.

Théoreme 7.2.8 Soit un vecteur m € IR" et une matrice symétrique définie positive
> e R™" Laloi A (m,X) sur R” admet comme densité par rapport a la mesure de
Lebesgue :

1

1
Im2 0= G Jaors

1
exp . (x— m)TZ_1 x—m)|.

Exercice 7.13 Démontrer le théoréme 7.2.8.
Cette démonstration fait méthodiquement intervenir les connaissances vues dans ce
chapitre. A ce titre, elle est tres formatrice. n
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Loi Normale centrée réduite

Probabilité de trouver une valeur inférieure a x.

f(x)
A
Y 0 X +% x 1 u?
F (X) = Q sz e 2du

X | 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
00| 055000 05040, 05080 05120 0,5160] 0,5199 05239 0,5279| 0,5319 0,5359
01| 055398 05438 05478/ 05517| 0,5557| 0,5596 0,5636| 0,5675| 0,5714] 0,5753
02| 05793 05832 05871 059100 05948 0,5987| 0,6026/ 0,6064| 0,6103  0,6141
03| 06179 06217 06255 06293 0,633l 0,6368 0,6406] 0,6443| 0,6480 0,6517
04| 06554 06591 06628 06664 06700 0,6736 0,6772| 0,6808| 0,6844| 0,6879
05| 06915 10,6950, 06985 0,7019| 0,7054| 0,7088 0,7123] 0,7157| 0,7190, 0,7224
06| 07257 10,7291 07324 0,7357| 0,7389 0,7422| 0,7454/ 0,7486| 0,7517| 0,7549
07| 07580 0,7611 0,7642| 0,7673| 0,7704| 0,7734| 0,7764] 0,7794| 0,7823  0,7852
08| 07881 10,7910, 0,7939| 0,7967| 0,7995 0,8023 0,8051] 0,8078| 0,8106 0,8133
09| 08159 08186 08212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340| 0,8365  0,8389
1,0| 08413 08438 0,8461] 08485 08508 0,8531] 0,8554| 0,8577| 0,8599] 0,8621
1,1| 08643 08665 08686 08708 08729 08749 0,8770 0,8790| 0,8810 0,8830
1,2| 08849 08869 0,8888 0,8907| 0,8925 0,8944/ 0,8962] 0,8980| 0,8997| 0,9015
1,3| 09032 09049 0,9066/ 0,9082] 09099 09115 0,913l 09147 09162 0,9177
1,4| 09192 09207 09222 09236 09251 09265 0,9279] 09292 09306/ 0,9319
1,5| 09332 09345 09357 0,9370] 09382 09394/ 0,9406| 09418 09429 0,9441
1,6 | 09452 09463 09474/ 0,9484] 09495 09505 0,9515| 09525 09535 0,9545
1,7| 09554 09564/ 09573 0,9582] 09591 09599 0,9608 0,9616| 09625  0,9633
1,8| 09641 09649 09656/ 0,9664] 09671 09678 0,9686| 0,9693 09699 0,9706
1,9| 09713 09719 0,9726] 0,9732] 09738 09744/ 0,9750] 09756 09761 0,9767
20| 09772 09778 09783 09788 0,9793] 0,9798 09803 0,9808] 0,9812 0,9817
21| 09821 10,9826 09830 09834 0,9838 0,9842 09846/ 0,9850| 0,9854| 0,9857
22| 0986l 0,984 09868 09871 0,9875 0,9878 09881 0,9884| 0,9887| 0,9890
23| 09893 0,9896 09898 0,9901] 0,9904] 0,9906] 0,9909| 0,9911 0,9913  0,9916
2,4| 09918 0,9920, 09922 09925 0,9927| 0,9929 0,9931] 0,9932| 0,9934  0,9936
25| 09938 0,9940, 0,9941] 09943 0,9945  0,9946 0,9948/ 0,9949| 0,9951]  0,9952
26| 09953 0,9955 09956/ 0,9957| 0,9959 0,9960, 0,9961] 0,9962| 0,9963  0,9964
2,7| 09965 0,9966 0,9967| 09968/ 0,9969 0,9970| 0,9971] 0,9972| 0,9973  0,9974
28| 09974 10,9975 09976 0,9977| 0,9977| 0,9978 09979 0,9979| 0,9980,  0,9981
29| 09981 10,9982 09982 09983 0,9984] 0,9984] 0,9985 0,9985| 0,9986]  0,9986
30| 09987 10,9987 09987 09988 0,9988 0,9989 0,9989| 0,9989| 0,9990,  0,9990
31| 09990 0,9991 09991 09991 0,9992| 0,9992 0,9992| 0,9992| 0,9993  0,9993
32| 09993 0,9993 09994 09994/ 0,9994| 0,9994| 0,9994/  0,9995| 0,9995  0,9995
33| 09995 10,9995 09995 09996 0,9996 0,9996 0,9996/  0,9996| 0,9996  0,9997
34| 09997 09997 09997 0,9997| 0,9997| 0,9997| 0,9997| 0,9997| 0,9997| 0,9998
35| 09998 0,9998 09998 0,9998] 0,9998  0,9998 0,9998| 0,9998| 0,9998  0,9998

Table pour les grandes valeurs de x :

X 3 3,2 3,4 3,6 3,8 4 42 4,4 4,6 48

F(x) |0,99865003|0,99931280|0,99966302|0,99984085|0,99992763|0,99996831|0,99998665|0,99999458]0,99999789(0,99999921

FIGURE 7.5 — table des valeurs de la fonction de répartition de la loi normale standardi-

sée.




8. Espérance conditionnelle

« - A quoi tu penses ?

- Je pense que si en ouvrant un dictionnaire au hasard, on tombait
sur le mot hasard, ce serait un miracle, alors que si on tombait sur le mot
miracle, ce serait un hasard. »

H. Le Tellier, Les amnésiques n'ont rien vécu d’inoubliable.

Comme nous I'’avons vu au chapitre 2, I'idée du conditionnement est de réévaluer les
probabilités d’évenements en tenant compte d'une information auxiliaire permettant
de compléter la connaissance de I'expérience aléatoire. Dans de nombreux problémes
de statistiques (prédiction, observation incomplete, etc...) il est nécessaire de pouvoir
estimer une variable aléatoire sur laquelle on n’a qu'une information partielle que 'on
doit compléter grace a la connaissance d'une autre variable aléatoire a laquelle elle est
liée. La notion d’espérance conditionnelle joue un role crucial dans ce cas.

d.1 Conditionnement discret
On se donne toujours un espace probabilisé (Q2, o/, P).

Définition 8.1.1 Soient A, B € & avec P(B) > 0, la probabilité de B sachant A est :

P(AnB)

P(A|B) = PB)

P(.|B) est une mesure de probabilité sur I'espace probabilisé (Q, «7).
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Définition 8.1.2 Si X est une v.a. et B € «f avec P(B) >0, 'espérance de X sachant B
est 'espérance par rapport a la probabilité conditionnelle P(.| B).

E(X|B) :f XdP(|B) = Lf xap=EX1B)
Q P(B) JB P(B)

On peut interpréter cette espérance comme la « moyenne » de X lorsque B est réalisé.
Au stade ot nous en sommes, nous disposons de tous les éléments permettant d’étendre
cette notion d’espérance conditionnelle a un conditionnement par rapport a une va-
riable aléatoire. Pour cela, considérons une v.a.r. X et une v.a. Y définie sur une espace
E dénombrable. On note E’ le sous-ensemble de E tel que E' = {y € E,P(Y = y) > 0}.
Pour tout y € E’ on définit I'événement :

{r=yt={weq Yw =y},

et on peut définir espérance conditionnellement a cet évéenement :

E(XTy-,)

EX|Y =y) = —2,
P(Y=y)

Cecinous ameéne alors a définir I'espérance conditionnellement a la variable Y.

Définition 8.1.3 On définit 'espérance conditionnelle de X sachant Y de la maniére
suivante : [E(X|Y) est une variable aléatoire qui peut s’écrire IE(X|Y) = ¢(Y) avec:

¢ : E — R
E(XTy=y) .
y - IE(XIY:y):P(Y—:y;, SlyEE’ .
0 sinon

R Le choix dela valeur de ¢ sur E\E' est arbitraire. En fait, ce choix n'influence la
définition de IE(X|Y = y) que sur un ensemble de probabilité nulle, puisque :

P(YEE\E')= ) P(Y=y=0
YEE\E'

On pourrait changer la définition de ¢ sur E\E’ et cela donnerait la méme v.a.
[E(X]Y) a un ensemble de mesure nulle pres. Dans les situations plus générales
que nous rencontrerons plus tard, les espérances conditionnelles (sachant une v.a.
ou une tribu) seront toujours définies a un ensemble de probabilité nulle pres.

Il est important de noter que 'espérance conditionnelle est une variable aléatoire.
Plus précisément, IE(X|Y) est la moyenne de X lorsqu’on connait Y p.s.
Ona:

VoeQ EX|Y)() =EX|Y)=E(X|Y =y)siY) =y

Cette nouvelle variable aléatoire est intégrable. En effet,

E(X1y-,)

EIEXIN= Y [EXY=y)|P(Y =)=} |5 F

YEE YEE

P(Y=y).
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On adonc:

E[IEXIV)] =) |[E(Xly=y)| < > E(IX|ly=)) = E(X]).
yeE yEE

Considérons alors une variable aléatoire Z, o(Y)-mesurable et bornée. La tribu o (Y)
représentant les événements relatifs a Y (tous ceux qui peuvent se décrire en terme de
«il est arrivé telle chose a Y »), dire que Z est Y-mesurable revient a dire que tous les
événements relatifs a Z peuvent se décrire comme des événements relatifs a Y. Cette
variable Z peut donc s’écrire sous la forme Z =y (Y) et :

E[ZEXIV)] =) vME(X1ly=)) = ) E(Xyp(Y)ly=y),
YeE YEE
ce qui conduit a:
E[ZEXIV)] =E(Xy(Y))=IE(ZX)).
On peut alors montrer que s'il existe une variable aléatoire discrete Y’ telle que o (Y) =

o(Y),ona:
E(X|Y) = EX|Y") p.s.,

ce qui met en évidence que le conditionnement « naturel » est celui par rapport a une
tribu.

Espérance conditionnelle

Le résultat/définition suivant offre deux propriétés caractéristiques de I’espérance
conditionnelle.

Théoreme 8.2.1 — et définition. Soit 28 une sous-tribu de <. Soit X une v.a.r. inté-
grable sur (2, </, P). Il existe une et une seule v.a.r. intégrable sur (Q2, 98, P), appelée
espérance conditionnelle de X sachant 28 et notée IE(X|28), qui vérifie :

VBe %, [E(X1p) =IE(E(X|%)1p) .

La variable IE(X|2) vérifie en outre que Y Z v.a. a valeurs dans IR, 28-mesurable et
bornée :
EXZ)=ElE(X|A8)Z).

p ) Dans le cas particulier o 98 = o(Y), Y étant une v.a. quelconque, I'espérance
conditionnelle sera notée indifféremment :

[E(X|%) = E(X|o(Y)) = E(X|Y),
ce qui est cohérent avec le cas discret que nous avons étudié précédemment.

Lespérance conditionnelle admet un ensemble de propriétés, tres utiles pour les
calculs, que nous regroupons dans la proposition suivante.
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Proposition 8.2.2 Soit X,Y des v.a.r. et 2 tribu c «f,
e si X est Z-mesurable alors IE(X|%8) = X;
e linéarité:Va,belR, [E(aX +bY|B) = alE(X|B) + bIE(Y|B);
o [E(E(X|9)) =IE(X);
o [IE(X|9)| <IE(X]|%A);
e croissance: X > Y = [E(X|%) = E(Y|%4), p.s.;
e SiX 1LY, [E(XY|AB) = EX|B)E(Y|A);
e siX 1Y, [EX|o(Y)) =IEX).

Exercice 8.1 Démontrer la proposition 8.2.2. C’est un exercice essentiel pour la
compréhension de I'’espérance conditionnelle. .

Proposition 8.2.3 e Si X,Y va.r. avec Y 48-mesurable (£ tribu c «f), alors :
[E(XY|98)=YIE(X|A) .

o Si %B,,%; tribus c «f avec 9B, < %B,, alors pour toute v.a.r. X :

E(E(X|982)|%) = E(X|%4)) .

Exercice 8.2 Démontrer la proposition 8.2.3 grace aux résultats de la proposition
8.2.2. .

R Onpeut, dans le cas des variables aléatoires de carré intégrable, interpréter I'espé-
rance conditionnelle d'une variable aléatoire X comme la projection orthogonale
de X sur I'espace vectoriel des variables aléatoires 98 -mesurables, et, partant
de 1a, comme la meilleure approximation qu’on puisse donner de la variable X
a l'aide d’'une variable aléatoire 28 -mesurable. En effet, 'espérance condition-
nelle posséde la propriété suivante : pour toute variable aléatoire Y intégrable
¢ -mesurable,

E[(X-Y)?] = E[(X-E[X|Z)?].

C’est-a-dire que, parmi les variables aléatoires Y intégrables 28 -mesurables, la
plus proche de X (pour la distance induite par le produit scalaire (X,Y) —E[X Y])
est Yo =E[X|4].

Loi conditionnelle

Commencons par le cas discret que nous connaissons bien. Considérons donc
une v.a. Y a valeurs dans un espace dénombrable E et soit X une variable aléatoire
intégrable.

On a déja vu qu’alors :
E(X]Y) =¢(Y),

IE (XﬂY:y)

P(Y=y)

avec:

PY) =
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pour tout y € E tel que P (Y = y) > 0 (¢(y) pouvant étre choisie arbitrairement lorsque
P(y=y)=0).

Comme nous en avons désormais ’habitude, I’étude du cas « continue » est plus
riche que celle du cas discret.
Considérons donc deux v.a. X et Y a valeurs respectivement dans IR” et IR” et suppo-
sons que le couple a pour densité fx y(x,y). Notons enfin fy () = [gm fx,v (X, y)dx, la
densité marginale de Y.
Alors, pour toute fonction borélienne v : R x IR” — IR* on a, par le théoreme de
transfert :

E (v (X, Y))=flRm ]RHW(x,y)fx,y(x,y)dxdy-

Intéressons-nous alors a I'espérance conditionnelle IE (2(X)/Y) ou h est une fonc-
tion mesurable i : IR™ — IR*. Pour le calcul de cette espérance conditionnelle, passons,
pour toute fonction borélienne g : IR"” — IR*, par le calcul de I'espérance IE (h(X)g(Y)).
D’apres le théoreme de transfert on a donc :

lE(h(X)g(Y))=flRm 11:{nh(x)f,'(y)fx,y(x,y)dxdy,

que I'on réécrit :

E(h0g)= [ ([ neoferonax|gmay

Posons alors :
1

ry

pour obtenir, pour toute fonction borélienne g : R” — IR* :

Vy € ]Rn, (p(y) = Am h(X)nyY(x, y)dxﬂ{fy(y)>0} + h(o)ﬂ{fy(y)ZO}’

E(h(X)g(Y)) = fmn dNgW fr(ydy,
ou encore, par le théoreme de transfert surlaloide Y :
E(h(X)g(Y))=E(d(Y)g(Y)). (8.1)

D’apres le théoreme 8.2.1, IE(X|98) est une espérance conditionnelle si et seulement
si pour toute v.a. Z, 8-mesurable et bornée :

E(XZ)=E(EX|A)Z) .

D’apreés (8.1), on adonc:
E(h(X)|Y) =¢(Y).

Ce résultat, anodin au premier abord, constitue le fondement de la définition de la
densité conditionnelle :

Proposition 8.3.1 Pour tout y € R"™, soit fx|y-) la densité de probabilité sur IR™
définie par
1

fxiy=y(x) = o)

fX,Y(x> y)ﬂ{fy(y)>0} alx 60(x)1]{fy(y):0},
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Alors pour toute fonction mesurable /2 : R” — R :

&t
fr(y)

La fonction fx|y-, est appelée densité conditionnelle de X sachant Y = y.

E(h(X)| Y=y)=fh(x)fxw:y(x)dx= fh(x)fx,y(x,y)dx.

Le cas gaussien

Comme le montre la proposition suivante, dans le cas des vecteurs gaussiens, le
conditionnement préserve la gaussianité.

Proposition 8.4.1 Soit (Y,...,Y,, X) un vecteur gaussien centré (c’est a dire que
E(Y)) =---=[E(Y,) =IEX) =0). Alors, 31,...,1, € R tels que
n
EX|o(Y,...,Yn) = ) A;Y;.
j=1

De plus, pour toute fonction mesurable & : IR — IR*,

1 (x — m)?
B0l (..., Y) = [ 7o) Wexp(—T,z)dx

avec

n 2 n
02=IE((X—ZMYJ') ) ,m=3 A;yj.
j=1 =1

J

On peut aisément calculer les A; apparaissant dans la proposition 8.4.1. Pour cela,
notons Z =IE(X|o(Y;...,Y,)). Nous avons alors, Vi€ {1,...,n}:

[E(ZY;) = E(XY;) = Cov(X, Y;) .

Par ailleurs, on a:

™M=

[E(ZY;) = IE( ArYi Yy

k=1

n
= Y AkCov(Y;, Yy) .
k=1

Donc:
[ A Cov(X, Y1)
ZY X =
| /ln COV(X) Yl’l)
[ A, Cov(X, Y1)
= Z}l X
| A, Cov(X,Y,)

En particulier, dans le cas d'un vecteur gaussien centré (X,Y),onadonclE(X|Y) =AY
avec A = U%COV(X, Y) ouencore A = pX,yg—’Y(.
Y
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La densité conditionnelle fx|y-, suit une loi normale de moyenne :

OXx
m=pxy—VJY
Uy’

et de variance :

2 2
o o o
02=E((X—9X,Y—XY) ) = E(X%)+0% y—E(Y?)-2px,y—E(XY)
Oy JY Oy
o2+ 02 X 2 —20x vy ZEcovx, V)
X KYU% Y ) oy ’

(1 _P,ZX,Y)U%(-

La densité conditionnelle fx|y-y suit donc une loi normale :

o
N (PX,Y—XJ’; (1-p%y)05 )
Oy

Si (X,Y) n'est pas centré, la densité conditionnelle fx|y-y suit une loi normale :

o
N (mx +PX,Y0_); (y—my);(1-p% )05 )






9. Convergence de suites de variables aléatoires

« Le hasard aime a servir celui qui suit toujours une méme pensée. »

Jules Michelet, Le Peuple.

9.1 Les différentes notions de convergence

Dans la mesure ou les variables aléatoires sont des fonctions mesurables, s'intéresser
a la convergence d'une suite de variables aléatoires c’est s'intéresser a la convergence
d’une suite de fonctions. Cependant, la notion d’égalité en probabilité amene a intro-
duire quelques subtilités supplémentaires qui, je vous I’assure, ne sont pas dépourvues
de charme!

Pour toute la suite du chapitre, on se donne une v.a. X ainsi qu’'une suite de v.a.
(X)) n=0 2 valeurs dans IR?.

Définition 9.1.1 Soit p > 0, on dit que X,, converge dans L” vers X et on note
X5 2 XSiE(| X — X,lP) — 0 (ici, ||.|| est la norme usuelle sur RY).
n—+oo n—+oo

On dit également que X, converge vers X en moyenne d’ordre p.

r ) Cette convergence est une convergence classique par rapport a la norme d’ordre
p. La particularité des probabilités est liée au choix de la mesure par rapport a
laquelle I'intégrale (I'espérance) est calculée.

Proposition 9.1.1 Soient p et g, tels que p = g alors :

q
x, L x=>x, £ x

n—+oo n—+oo
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Exercice 9.1 Grace a une utilisation bien choisie de 'inégalité de Holder, démontrer

la proposition 9.1.1. .
Définition 9.1.2 On dit que X;, converge presque stirement vers X et on note X, p—'i»

n—+oo
X si:

PlweQ: X(w) = nl—i>IPooXn(w)}) =1.

R La convergence presque siire est une convergence simple (au sens que vous
connaissez) sauf éventuellement sur un ensemble de mesure nulle. A ce titre,
elle est « plus faible » que la convergence simple.

La définition suivante est propre a la convergence des suites de variables aléatoires.
Contrairement a la convergence presque sire, c’est sur la mesure de probabilité que
porte la limite et donc I'idée de convergence.

Définition 9.1.3 On dit que X, converge en probabilité vers X et on note X, n%»
—+00
Xsi:
Ve>0, P(|X-Xull=ze) — O.
n—-+oo

r ) Laconvergence en probabilité assure que la probabilité que X, reste éloignée de
X tend vers 0 quand n — +oo.

Proposition 9.1.2 La convergence de X, vers X en moyenne d’ordre p assure la
convergence en probabilité de X, vers X.

I Exercice 9.2 Grace al'inégalité de Markov, démontrer la proposition 9.1.2. .

R ) Laproposition9.1.2 n'a pas de réciproque.

Proposition 9.1.3 La convergence presque stire de X,, vers X assure la convergence
en probabilité de X, vers X.

Exercice 9.3 Démontrer la proposition 9.1.3.
Pour cela on introduit, pour € > 0 fixé, la suite f, = Tjx_x,|>¢ €t on montre que

IE(fn)_'O -

La proposition 9.1.3 admet une réciproque partielle :

Proposition 9.1.4 Sila suite (X,);, converge en probabilité vers X alors elle admet
une sous suite (Xnk) . qui converge presque strement vers X (quand k — +00).
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r ) Ladémonstration de la proposition 9.1.4 est un peu technique. Elle est basée sur le
lemme de Borel-Cantelli.

Sila notion de convergence simple est claire pour nous, ce qu’assure la convergence
en probabilité I'’est moins. En particulier, nous ne savons pas si nous pouvons compter
sur I'unicité de la limite ou encore si cette limite est continue... La CNS suivante nous
permet de répondre a ces questions.

Proposition 9.1.5 La suite (X,,), converge en probabilité vers X si et seulement si, de
toute sous suite (Xy, ), de (X,), on peut extraire une sous suite (X, ), qui converge
presque stirement vers X (quand i — +00).

Gréace a ce résultat, on peut établir que :
e Lalimite en probabilité est unique :

X, — XetV, — Y = Y=Xp.s.

n—+oo n—+oo

¢ Lalimite en probabilité est continue :

Xy = X = f(Xp) = f(X),

n—+oo

Définition 9.1.4 Soient F,, la fonction de répartition de X,, et F la fonction de répar-
tition de X. On dit que X,, converge en loi vers X si:

Fat) — F(1

en tout point ¢ ou F est continue (c’est a dire P (X = 1) =0).
On note X, £, X.

n—+oo

R Pour une variable aléatoire « continue », il n'y a plus d’hypothese a faire sur les
points de discontinuité de F puisque pour tout ¢, P (X = ¢) = 0.

La convergence en loi n’est pas simple a interpréter si on se réfere aux propriétés

arithmétiques usuelles. En effet :
& &
Xy, — X+ X,-X) — 0.
n—+oo n—+oo

Pour s’en convaincre, il suffit de considérer une v.a. Z de loi .4 (0, 1) et une suite (Z;)
telle que Z,, = Z, Vn € IN et qui converge évidemment en loi vers Z. Or Z et —Z ont
meéme loi donc Z,, converge également en loi vers —Z. Pourtant, Z — (- Z) suit une loi
A (0,2) qui n'est évidemment pas celle de la v.a. constante Z — Z = 0.



94 Chapitre 9. Convergence de suites de variables aléatoires

Toutefois il est possible d’établir une proposition plus faible qui va dans le sens
souhaité.

Proposition 9.1.6 Sila suite (X},), converge en loi vers X et si la suite (Y},),, converge
en loi vers 0, alors (X, + Y;;) converge en loi vers X.

Il est possible de reformuler la définition de la convergence en loi sous forme d'un
proposition caractéristique basée sur I'inversion de la limite et de 'opérateur IE.

Proposition 9.1.7 Une suite de v.a. (X},), converge en loi vers X si et seulement si,
pour toute fonction g de IR dans IR continue et bornée on a

lim_E(g(X,) = E(g ().

r) Cette caractérisation de la convergence en loi n'est pas pratique a utiliser. Elle
éclaire cependant sur la préservation des « moments » au sens large par conver-
gence uniforme.

Lun des intéréts de la convergence en loi est de permettre, en statistiques par
exemple, d’approcher les lois inconnues des X, (ou connues mais difficilement
calculables) par celle (souvent plus simple) de la limite X. L'approximation de la
loi binomiale par la loi de Poisson ou la loi normale en sont deux exemples.

Nous I’avons sous-entendu depuis le début, la convergence en loi est plus faible que
les autres modes de convergence. Les deux propositions suivantes le montrent.

Proposition 9.1.8 La convergence presque stire de X, vers X assure la convergence
en loi de X, vers X.

I Exercice 9.4 Démontrer la proposition 9.1.8 en utilisant la proposition 9.1.7. .

Proposition 9.1.9 La convergence en probabilité de X, vers X assure la convergence
en loi de X, vers X.

Exercice 9.5 Démontrer la proposition 9.1.9.
Pour cela, montrer que que pour tout ¢, point ou Fx est continue, on a, pour € > 0

quelconque :
PX,<st)<sPX<st+e)+P(X-X,l>e),

et, de méme que :
PX<st-¢)=PX,=+P(X-X,|>e).
On peut alors conclure (avec précautions quand méme). .

Cette proposition n'admet de réciproque que dans le cas des limites constantes.
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Proposition 9.1.10 La convergence en Loi de X, vers la constante c assure la conver-
gence en probabilités de X, vers c.

Exercice 9.6 Démontrer la proposition 9.1.10.
Pour cela, introduisons pour € > 0, les fonctions :

cC—X X—C
h =T)—co;c—€lUllc+e;+00l €L & = N+ Tﬂ]c—e;c[ + Tﬂ]c;c+€[-

g est une fonction continue, bornée et majorant /. On peut alors montrer (en procé-
dant toujours avec précautions) que :

P(X,—c|l<e¢) T 0.

+oo

Le schéma ci dessous récapitule les diverses implications entre les différentes no-
tions de convergence.

si >« U

'

AT

U

Loi des grands nombres

La loi des grands nombres est la formulation rigoureuse de l'intuition que nous
avons de l'effet d'un « grand nombre » de répétitions d'une expérience aléatoire. En effet,
si on lance un « grand nombre » de fois une piece équilibrée on s’attend a observer en
moyenne 50% de piles et 50% de faces. De méme, si on lance un « grand nombre » de fois
un dé a 6 faces on s’attend a observer I'apparition de chaque face avec une fréquence
de %.

Il existe une premiere version de la LGN (dite faible) pour la convergence en probabilité
etla convergence L.

Proposition 9.2.1 — Loi faible des grands nombres. Soient X, X»,... des variables
aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées (v.a.r.i.i.d.). Si[E(X 12)
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oco,ona: X X
+...+
At an P E(X]) .

n n—-+oo

Exercice 9.7 Démontrer la proposition 9.2.1 en montrant, grace a 'inégalité de
Bienaymé-Tchebychev que :

P —IE(X;)

—+00

(‘X1+---+Xn

26) — 0.
n

Proposition 9.2.2 — Loi faible des grands nombres. Soient Xj, X»,... des variables

aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées (v.a.r.i.i.d.). Si [E(X 12) <
0o, 0na
Xi+--+ X, 12
AlT o TAn L7 E(X;) .
n n—+00

Exercice 9.8 Démontrer la proposition 9.2.2 en montrant que

X1+ +Xp 2
] o

p) En plus de la convergence, les démonstrations mettent en évidence la vitesse
en O(%) de ces convergences. Ceci est utile pour déterminer des intervalles de
confiance autour de la limite.

La version forte de la loi des grands nombres permet d’alléger I'hypotheése exigeant
que X soit 2 fois intégrable.

Proposition 9.2.3 — Loi forte des grands nombres. Soient X;, X»,... des v.a.r. i.i.d.
SiIE(|X;]) < oo (en d’autres termes. Si X est intégrable) alors :

X1 +---+ X S.

AT P px)) .

n n—+oo

r) Comme la convergence presque stre entraine la convergence en proba, il existe
une version forte de la loi des grands nombres pour la convergence en proba.

9.3 Théoreme central-limite

Ce sont les travaux de Paul Levy qui ont permis d’établir ce résultat fondamental en
probabilité et en statistique.
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Théoreme 9.3.1 — Théoréme central-limite (aussi noté TCL). Soit (X,) une suite
de v.a.r.ii.d. avec IE(X;) = m et Var(X;) = 02 (m, 02 < 00). Alors :
X1+ +Xy—-nm o

- Zdeloi 4(0,1).
0'\/5 n——+oo ( )

Autrement dit, si 'on somme des v.a.r.i.i.d. (X,), dont on ignore la loi commune
mais dont on connait 'espérance et la variance, la loi limite de cette somme, lorsque le
nombre de ses termes tend vers l'infini, est une loi normale de moyenne nIE(X;) et de
variance nVar(X;).

La compréhension et I'interprétation de ce théoréme peuvent prendre des formes
variées, mathématiques ou physiques. C’est sGirement grace au lien avec la notion de
fonction caractéristique (que nous n’aborderons pas dans ce cours) que la compré-
hension mathématique de '« apparition » de la loi normale est la plus aisée. Pour une
compréhension plus fine, il peut étre intéressant de creuser le lien entre TCL et entropie
de Shannon.

R Sousles hypotheses du théoreme précédent, prenons a < b, f(x) = Tj4,p (x). Alors,

— E(f(2),

n—-+oo

IE(f X1+--;7+\/);n—nm))

c’est a dire ,
Xi+---+X,—nm b p=x°12
1 n <b

U\/ﬁ B )":‘x’ a V2m

Cette propriété est tres utile pour les calculs.

dx.

P(as

De nombreux auteurs ont cherché (avec succes) a affaiblir les hypotheses «i.i.d.» du
théoréme central limite. Nous citerons en particulier les travaux de Lyapounov et Linde-
berg ainsi que ceux de Gnedenko et Kolmogorov pour les variables non nécessairement
identiquement distribuées ou pour lesquelles il existe une « dépendance faible ».

Signalons, pour conclure, que le théoréme central limite s’étend sous une forme
multidimensionnelle tres proche de celle que nous avons vue en dimension 1.
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10. Simuler des réalisations de variables aléatoires

10.1

« -I'm afraid I don’t understand the method of characteristics...
-Young man, in mathematics you don 't understand things. You just get
used to them. »

John Von Neumann, en réponse a un ami physicien.

Le défi que nous abordons dans ce chapitre n’est pas simple a relever. Il s’agit en
effet de mettre au point des méthodes permettant de simuler, par ordinateur, des réali-
sations de variables aléatoires. Pour ce faire, il y a deux étapes a franchir. La premiere
consiste a « apprendre » a un ordinateur, dont le fonctionnement obéit a des méthodes
arithmétiques, a générer des nombres aux hasard. La seconde, consiste a utiliser cette
«graine » de hasard pour générer une réalisation des fonctions mesurables que sont les
variables aléatoires en respectant leur loi.

Générateurs de nombres pseudo-aléatoires

C’est sous 'impulsion de John Von Neumann que s’est effectué le développement
des méthodes de simulation de variables aléatoires, dans I’objectif de mettre au point
des méthodes stochastiques de calcul pour accélérer le développement de la bombe H
durant la seconde guerre mondiale.

Afin d’éviter toute ambiguité, accordons-nous deés maintenant sur le fait que générer
le hasard a partir de méthodes purement arithmétiques, sans I'aide auxiliaire d’outil
physique, est impossible. Jamais avare d'un bon mot, von Neumann qui est a I'origine,
en 1946, de la middle-square method, premiere méthode de génération de nombres
pseudo-aléatoires, déclarait a ce sujet :
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« Anyone who considers arithmetical methods of producing random
numbers is, of course, in a state of sin. »

Voyons donc comment offenser les mathématiques!

La discussion de la justification de I'aspect aléatoire des nombres générés par les
méthodes que nous détaillons ci-dessous n’est pas aisée. Nous les résumerons (un peu
rapidement) en disant qu’il existe des méthodes statistiques appelées tests statistiques
(que nous verrons en 2A) qui permettent de trancher la question de «1’adéquation a
une loi» et de «I'indépendance de variables aléatoires ». Dans la suite, nous pourrons
donc considérer que nous disposons de méthodes permettant de générer des suites de
nombres aléatoires indépendants.

R ) Ondiradoncquele générateur (déterministe) de la suite (u1, ..., um, ...) est aléatoire
si cette suite a tout d'un comportement aléatoire, « similaire a celui d'une suite de
variables aléatoires indépendantes » .

En pratique, un générateur de nombres aléatoires est cyclique et apres L appels, il
redonne la valeur initiale. Il est primordial que cette période soit la plus grande possible
pour éviter les répétitions dans les appels successifs a ce générateur.

La méthode du générateur linéaire congruentiel permet de générer des suites de
nombres entiers positifs pour lesquels « on ne voit pas de lien déterministe entre les
éléments de la suite » et pour lesquelles on peut avoir des périodicités tres grandes.
Cette méthode dépend de trois parametres a, b et L et se base sur la récurrence :

Xm+1 = aX,;+b (mod L);
Pour atteindre des périodes maximales égales a L, on peut choisir :
a=75 b=0 et L=2%—1 (=2147483647).

On peut alors ramener la suite de nombres entiers positifs indépendants a des réalisa-
tions d'une loi uniforme sur [0; 1[ par :

Xm
um = .
L

Citons également le générateur Mersenne-Twister qui est un générateur plus ré-
cent, robuste et rapide, avec pour période, le nombre premier de Mersenne 10997 — 1.
Il est encore peu utilisé.

Dans la suite de ce cours, nous partirons du principe que tous les langages usuels
de calcul sont munis d’'un générateur de nombre aléatoire donnant acces a une suite
de réels (uy,..., Un,...), réalisations d'une loi uniforme sur [0; 1[. Selon le langage de
programmation et les librairies utilisées, I’appel au générateur passe par la commande
drand48 en C, random en C++ et Java, rand en Matlab, grand en Scilab avec différents
parameétres d’appel.

p ) La suite de nombres aléatoires générés est toujours la méme pour un jeu de
parameétres donné. La graine (seed) du générateur (c’est-a-dire I'indice du premier
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nombre renvoyé) est par défaut égale a 1. La suite récupérée par |'utilisateur est
donc toujours la méme, ce qui n’a finalement plus rien d’aléatoire...

@ Il est primordial de changer la graine du générateur lorsqu’on relance un
programme utilisant un générateur de nombres aléatoires!

Ceci peut, par exemple, se faire en indexant cette graine sur ’horloge interne de la
machine utilisée, ce qui ajoute une part d’aléa dans I'initialisation de la graine qui
dépendra donc de I'instant ot le programme est lancé.

Simulation de variables aléatoires unidimensionnelles

Malgré son titre, cette partie et celles qui suivent sont intégralement basées sur des
résultats de la théorie des probabilités que nous avons établis jusqu’ici.
La possibilité d’exploiter ces résultats informatiquement pour simuler des réalisations
de variables aléatoires a partir d'un générateur de loi uniforme sur [0; 1[ est une consé-
quence heureuse.

Proposition 10.2.1 Soit Fx la fonction de répartition d'une variable aléatoire X conti-
nue.
Alors :

Fx(X) = U avec U de loi %o;1;.

Exercice 10.1 Démontrer la proposition 10.2.1.
Pour cela, il est recommandé de s’'intéresser a la variable aléatoire V = F )‘(1 (U), apres
en avoir justifié I'existence. .

p ) Cerésultat est particulierement intéressant pour la problématique qui nous occupe.
En effet, il « suffit » de pouvoir inverser la fonction de répartition de X pour obtenir
une transformation fonctionnelle de U en X et permettre ainsi la simulation de
réalisations x de X a partir de réalisations u de U.

Cette méthode n’est pas générale puisque les propriétés élémentaires de la fonction
de répartition ne suffisent pas a assurer de son inversibilité. Ce n’est, en particulier, pas
le cas pour les fonctions de répartition des variables aléatoires discréetes.

Définition 10.2.1 Si Fx estla fonction de répartition d’'une variable aléatoire X, on
appelle fonction quantile la fonction définie pour tout u €]0; 1[ par :

Fl(w) =inf{xeR, F(X)=u}.

Proposition 10.2.2 Si Fx est la fonction de répartition d’'une variable aléatoire X,
et que F ~1 est la fonction quantile associée, alors, si U est une variable aléatoire
uniforme sur [0;1],

V = F"Y(U) suit la méme loi que X,

et F~! est appelée fonction inverse généralisée de Fy.
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Exercice 10.2 Démontrer la proposition 10.2.2.
Pour cela, il est recommandé de commencer par montrer que :

VxeR, Yuel0;1[, F'(w) < x e u<Fx(x),
avant de s’intéresser a la fonction de répartition de V. .

Pour une variable aléatoire discréte X a valeurs dans E fini ou dénombrable, rappe-
lons que :
Px=) pibyietque Fx(1) =) T_oqx(Dpx, YIER
x€E x€eE
Ordonnons alors les éléments de E pour les noter xy, ..., X, si E est fini et (x;,) e Si E
est dénombrable. Alors :

V = x0Tjq,p, [(U) + Y xid ). (10.1)
k=1

[Z;C:_ol PxiiLio Px;

suit la méme loi que X. Alors pour simuler une réalisation x de X :

e simuler une réalisation u de U;
e en déduire v grace a (10.1);
e alors x=v.

Le cas des vecteurs gaussiens

Laloi normale et, plus généralement, les vecteurs gaussiens n’entrent pas dans le
cadre des variables que I'on peut simuler en utilisant 1a méthode de la fonction de
répartition inverse et ce, pour une raison tres simple... il n’existe pas de formulation
explicite de la fonction de répartition de la loi normale, ce qui annihile évidemment tout
espoir de l'inverser... Cependant, il est possible de trouver un changement de variables
qui transforme deux variables indépendantes U;, U, chacune étant de la loi uniforme
sur [0, 1], en un couple de variables gaussiennes indépendantes. C’est la méthode de
Box-Muller basée sur le fait que les variables :

Zy =1/ —2log(Uy)cos(2nU,) et Z, = \/—2log(Uy)sin(2nUs)

sont des variables aléatoires normales indépendantes de moyenne 0 et de variance 1.
Par conséquent :

X=0x\/-2log(U1)cos2rnUs) +ux etY =oyy/-2log(Uy)sin2rUz) +py (10.2)

suivent respectivement des lois normales A (ux, ag() et N (uy, 0%,) indépendantes.

La méthode de Box-Muller permet donc de simuler des réalisations de gaussiennes
indépendantes :

o Simuler deux réalisations u; et u, de U; et U, variables indépendantes et
uniformes sur [0;1];
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I e En déduire x et y réalisations de gaussiennes indépendantes grace a
(10.2).

Le fait qu'un changement de variables nous permette de passer d'un vecteur formé
de deux v.a. indépendantes et uniformes sur [0;1] a un vecteur formé de deux gaus-
siennes indépendantes est extrémement intéressant puisqu’un tel vecteur est un vecteur
gaussien!

Considérons alors Uy, ..., Uy, nv.a. uniformes sur [0; 1] mutuellement indépendantes.
En réitérant autant de fois que nécessaire le changement de variable décrit ci-dessus on
obtient un vecteur X = (X1,..., X,,)T composé de v.a. gaussiennes indépendantes deux a
deux. C’est donc un vecteur gaussien caractérisé par

1 gf 0 0
m= : etZ=|10 -. 0
Un 0 0 o7

et en particulier, on sait obtenir le vecteur gaussien centré et réduit Z = (743, ..., Z,) T tel
que

0 1 0 0
m=| . etX=[p "-. 0
0 0 0 1

Un tel vecteur, bien que gaussien, ne correspond pas au cas le plus général de vecteur
gaussien puisque sa matrice de covariance n’est pas sous la forma la plus générale.
Rappelons que si X est un vecteur gaussien, le vecteur Y = AX + b est aussi gaussien d’
espérance IE(Y) = AIE(X) + b et de matrice de covariance Xy = AXxA”.

Dans le cas du vecteur Z, par la transformation Y = AZ+ b on obtient un vecteur gaussien
caractérisé parIE(Z) = bet Zy = AAT.

Pour générer un vecteur gaussien de moyenne M et de matrice de covariance X «il
suffit» de déterminer la matrice A telle que = = AAT et faire le changement de variable
Y = AZ+ M. Numériquement, il sera intéressant de choisir A triangulaire en utilisant,
par exemple, une décomposition de Cholesky.

Il existe une autre méthode pour générer des réalisation d'un vecteur gaussien. En
effet, si X = (Xj,..., X;,) est un vecteur gaussien de densité fx sur IR”. Nous pouvons
alors utiliser la décomposition séquentiel de Bayes :

fx) = flxr,...,xn) = fx1) f(x2lx1) f(x3]1x1, X2) ... f(xplX1, X2, ..., Xp—1). (10.3)

Comme nous savons que chacune des densités conditionnelles figurant dans le second
membre est une densité normale sur IR, on peut simuler ainsi les composantes du
vecteur de proche en proche : on commence par X; = x; en utilisant (10.2), ensuite on
calcule la moyenne et la variance de f(x2|x;) et on simule X, = x, (toujours par (10.2)),
et ainsi de suite ...

La méthode d’acceptation-rejet

La méthode d’acceptation-rejet est utile lorsqu’on ne peut pas recourir a la fonction
de répartition inverse ou sil’on ne connait pas de changement de variables permettant
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de simuler la v.a. d’intérét. Pour cela, nous allons exploiter ce que nous savons de la
densité f de cette v.a. afin de I'«imiter » avec une densité g que I'on sait simuler.

Pour cela procédons par étapes en commencant par le résultat suivant.

Proposition 10.4.1 Soit f une densité de probabilité sur IR.

Si le vecteur :
(X;Y) € (IR, B(IR?)

suit une loi uniforme sur :

B = {(x,y) EIR2;0<y<f(x)})

alors X a pour densité f.

est de densité f

(@) (b)

FIGURE 10.1 - Caractérisation des points uniformément répartis sous la courbe Cy.

Exercice 10.3 Démontrer la proposition 10.4.1.
Pour cela, il est recommandé de calculer la mesure de Lebesgue de B avant de
s'intéresser a la fonction de répartition de X. .

Il semble donc qu’il « suffise » de pouvoir simuler des réalisations uniformément
réparties sous la courbe de la densité f pour que les abscisses de ces points soient des
réalisations suivant f. La proposition suivante montre que cela est possible pour les
densités a support borné.

Proposition 10.4.2 Soient A et B deux boréliens de IR?> de mesure de Lebesgue finie.
Supposons de plus que B< A. On a donc 0 < A(B) < A(A) < oo.
Considérons également une suite (X}),>¢ de variables aléatoires indépendantes et
de loi uniforme sur A et définissons, pour tout n = 0, la suite :

Y, =15 (Xy).

Alors :
e Lasuite (Y,),>0 est une suite de v.a.i.i.d. de loi de Bernoulli de parametre
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_ AB).
P=7a

e Lavariable aléatoire N = min{n eIN*, X, € B}, appelée temps d’attente,
suit une loi géométrique de parametre p;

e Les variables aléatoires N et X sont indépendantes;

o La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur B.

Autrement dit, a partir d'une loi uniforme sur un borélien A on peut simuler des
réalisations d'une loi uniforme sur un borélien B c A. On bénéficie, de plus, d'informa-
tions complémentaires extrémement précieuses. En effet, on sait que pour obtenir une
réalisation suivant la loi uniforme sur B, cela prendra « d’autant plus de temps » que A
est « plus gros » que B, puisque le paramétre p de la variable N sera d’autant plus petit.

(a) (b)

FIGURE 10.2 — Propagation de 'uniforme répartition d'un borélien a un autre.

La figure 10.2 illustre graphiquement la proposition 10.4.2. On simule des points
dans le borélien A et on «rejette » tous les points (en vert) qui ne sont pas sous la courbe
Cy. Les points acceptés (en rouge) sont donc des points uniformément répartis sous la
courbe. On comprend alors pourquoi I'on rejette beaucoup plus de points dans le cas
(a) que dans le cas (b).

I Exercice 10.4 Démontrer la proposition 10.4.2. 0

Le cas (b) de la figure 10.2 amene a s’interroger sur la possibilité d’étendre le cadre
strict de la proposition 10.4.2 pour laquelle on se base sur des lois uniformes sur les
pavés de IR? (que nous savons simuler facilement). Par extension, se pose également la
question de la simulation de réalisations de variables aléatoires dont la densité n’est
pas de support fini.

La proposition suivante qui est une forme de réciproque de la proposition 10.4.1
répond a ces deux questions. En effet, elle permet d’affirmer que si on sait simuler des
réalisations d’une variable aléatoire de densité g, alors il est possible de simuler des
points uniformément répartis sous la courbe de g et méme celle de cg ot c€ R™*.

Proposition 10.4.3 Soit X une variable aléatoire de densité g sur IR et soit U une va-
riable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0; 1]. Supposons X et U indépendantes.
Alors pour tout ¢ > 0, le vecteur :

(X;cg(X)U)
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suit une loi uniforme sur :

A={(x;y) eR%0<y<cg(x)}.

Le cas (b) de la figure 10.2 est alors possible sil’on se dote d'une densité g suivant
laquelle on est capable de simuler et que 'on trouve un réel positif ¢ pour lequel cg
majore f sur IR. Comme le montre la figure 10.3 on peut méme dépasser le cadre des
densité a support fini.

by pour tout x de [a;b], cg(x)>f(x) by pour tout x de R, cg(x)>f(x)

(a) (b)

FIGURE 10.3 — Propagation de 'uniforme répartition d’'une densité a une autre.

I Exercice 10.5 Démontrer la proposition 10.4.3. .

Nous avons alors tous les éléments en main pour établir la forme générale du
théoreme d’acceptation-rejet.

Théoreme 10.4.4 ¢ Soit f une densité de probabilité sur IR. Supposons
alors qu'il existe une densité g sur IR et une constante M € R** telles que :

VxelR, f(x)<Mg(x);

e Soit (Uy,) ;>0 une suite de v.a.i.i.d. de loi uniforme sur [0;1];

 Soit (X},) ;>0 une suite de v.a.i.i.d. de densité g, indépendantes de (U},);

Alors :

« Lavariable aléatoire N = min{n e IN*, Mg (X,) U, < f (Xp)} suit une loi
géométrique de parametre p = 1\_1/1 ;

o Lavariable aléatoire X,y a pour densité f.

I Exercice 10.6 Démontrer le théoreme 10.4.4. "

Notons la grande généralité de cette méthode. En particulier, la densité f peut étre
connue a un facteur multiplicatif pres puisque I'algorithme sera utilisable des lors que

le rapport Agz()z)

Enfin, la variable N étant une loi géométrique, IE(NV) = % = M, pour attendre «le
moins longtemps possible » on recherchera une fonction g simulable pour laquelle M
est aussi petit que possible. C’est un point crucial de la méthode.

est calculable.
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Méthode de Monte-Carlo

Définition 10.5.1 On appelle méthode de Monte-Carlo toute méthode visant a cal-
culer une valeur numérique en utilisant des procédés aléatoires.

Le nom de ces méthodes fait allusion aux jeux de hasard pratiqués a Monte-Carlo et
leur développement s’est effectué, durant la Seconde Guerre mondiale, dans le cadre
des recherches sur la fabrication de la bombe atomique pour résoudre numériquement
des équations aux dérivées partielles particulierement complexes. Ces méthodes sont
tres employées pour le calcul des intégrales en dimensions plus grandes que 1 (surfaces,
volumes, etc...) et une application importante est le filtrage adaptatif qui permet, par
exemple, de faire de la trajectographie ou de la prédiction en finance.

Lintégration par une méthode de Monte-Carlo est fondée sur deux éléments essen-
tiels de la théorie des probabilités :

« laloi des grands nombres;

« le théoreme de transfert.

Lorsqu’on cumule ces deux notions, on établit que, pour une densité de probabilité
f sur IR? et une application /& sur IR telle que fh soit intégrable :

hX e th .S.
)+ 4 BXn) ps, ]E[h(Xl)]:f hx) f(x)dx, (10.4)
n n—+oo Rd

oules Xj,..., Xy, ... sont des v.a.i.i.d. dont la loi commune admet f pour densité.

L'idée que I'on retient de cette approche est qu’elle offre la p0351b111te d’approcher

l'intégrale I = h(x) f(x)dx par la moyenne arithmétique — Z h(X;) lorsque n est
iz
«tres grand ».

D’un point de vue pratique, en simulant un « grand nombre » de réalisations suivant
laloi de densité f on peut, par un simple calcul de moyenne, approcher I'intégrale 1.
De plus, lorsque les variables h(X),..., h(X},) sont de carré intégrable on peut appliquer
le théoreme central limite et il devient alors possible de construire des intervalles de
confiance pour caractériser la qualité de I'approximation en fonction de n ainsi que la
vitesse de convergence de la méthode.

La formulation de (10.4) laisse penser qu’on ne peut pas calculer n'importe quelle
intégrale par une méthode de Monte-Carlo puisqu'une espérance est une intégrale
sur R? d’une part, par rapport a la densité f d’autre part. Pourtant, si, pour A< R? de
mesure de Lebesgue finie (A(A) < oo) et pour & intégrable on souhaite calculer 'intégrale

J= f h(x)dx, il suffit de calculer :
A

J 1
AMA)  AA) Jre
ce qui permet d’affirmer que, si les V; sont des variables uniformes sur A :
h(V)+...+ h(V,) ps. J
n n—+oo A(A)

h(x)14dx,
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Une illustration simple de 'emploi de cette méthode est I’estimation de I'aire d'une
surface. Prenons I'exemple de la figure 10.4.

FIGURE 10.4 — Illustration de la méthode de Monte-Carlo pour estimer une surface.

La technique consiste a englober la surface dans un rectangle dans lequel on tire des
points uniformément répartis. Ensuite la méthode de Monte Carlo approxime l'aire
de la facon suivante :

Nb de points dans § Aire de S
Nb total de points ~ Aire du rectangle’

Dans ce cas, f estlaloi uniforme sur le rectangle et & est la fonction indicatrice de
I'appartenance a S.

Cette méthode peut étre utilisée dans un grand nombre de situations; cependant,
elle ne donne pas des résultats plus intéressants que certaines méthodes d’intégra-
tion numérique pour des intégrales simples voire doubles. C’est véritablement pour
les calculs d’intégrales en grande dimension que les méthodes de Monte-Carlo sont
particulierement intéressantes.

1 n
R Pour Xy =x1,..., X5 = xp, la quantité — Z h(X;) peut étre vue comme une intégrale
n‘
i=1
par rapport a la mesure « empirique », p(.) = %Z;’zl 6(.), cette derniere consistant a
associer a chaque ensemble B c IR la proportion des x;,..., x; qu'il contient.

Si nous avons évoqué la question de la vitesse de convergence des méthodes de
Monte-Carlo, nous n’avons, en revanche, pas cherché a I’optimiser. Nous allons donc
réparer ce manquement grave a la vérité mathématique en commencant par constater
que si g est une densité de probabilité dont le support contient celui de f, I'intégrale

d’intérét f dh(x) f(x)dx peut aussi s’écrire :
R

[ h)fXx) [ X)) f(X)
fIRdh(x)f(x)dx—fIRd—g(x) gx)dx=1IE —g(Xl)

et donc pour une suite Xi,..., X, de variables aléatoires indépendantes dont la loi
commune admet g pour densité, nous avons, par application du théoréeme de transfert

)
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et de la loi des grands nombres :

1 h(Xl)f(X1)+ +h(Xn)f(Xn)

On peut alors chercher a déterminer la densité g pour laquelle la vitesse de la conver-

) L f h(x) f(x)dx. (10.5)
n—+oo IRd

gence de la méthode de Monte-Carlo vers f dh(x) f(x)dx estla plus rapide. Cette vitesse
R

h(X7) f(X7) - h(Xn)f(Xn))
g(X1) g8(Xy) ’

on se base sur la proposition 10.5.1 pour choisir, si possible, la méthode la plus rapide.

étant proportionnelle a la variance des variables aléatoires % (

Proposition 10.5.1 La densité:

" (x) = [R(x)|f (x)
f [h(D)|f(D)dt
md

est celle qui minimise la variance de +...+

L (ko)

1 h(X,) f (Xn))
n g(Xy)

8(Xn)

p ) Le plus souvent, I'expression explicite de g n’est pas atteignable.

Lexemple des chaines de Markov cachées.

Considérons une suite de variables aléatoires réelles Xi,..., X;;,... dont la loi admet,
pour chaque 7 € IN, une densité de la forme :

fx1,.o0,x0) = f(x1) fQelxy) f(xzlx2)... f(xnlxn-1) (10.6)

Une telle suite est appelée chaine de Markov.

On montre que 'on a la factorisation (10.6) (qui est un cas particulier de (10.3)) si et
seulement si pour tout n € IN la loi de X, conditionnelle a X, ..., X;,_; est égale a sa
loi conditionnellement a X,,_;.

Une telle suite est également dite a mémoire d’ordre 1. En effet, si 'on observe
Xn-1 = xp-1, laloi de X,, ne dépend que de x,_; et 'information contenue dans
X1,...,Xn—2, qui est la mémoire de ce qui s’est passé avant I'instant n — 1, n’a aucune
influence sur le comportement de X,,. Lorsqu’on y réfléchit, on réalise que cette
hypothese, est la plus faible qu'il soit possible de faire pour que les X; ne soient pas
indépendantes.

Une autre maniere de voir les choses est de mettre un ordre temporel sur les va-
riables Xj, ..., X;;. Sil'on suppose que n—1 est I'instant présent, les instants 1,...,n—2
sont le passé, et I'instant n est le futur, on dit aussi que le futur et le passé sont
indépendants conditionnellement au présent.

g% si x,—1 n'est pas observé (on supprime le conditionnement), X,, n’est plus
indépendant de Xj,..., X;;—1.
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Supposons désormais que les variables Xj,..., X},... de la chaine de Markov
ne peuvent pas étre observées directement mais qu’il est possible d’observer les
Y1,..., Yy, ..., reliées aux X;. Plus précisément, on suppose que pour tout »n € IN, la loi
de (Y3,...,Y,) conditionnellement a (Xj,..., X;) = (x1,..., X,) est donnée par :

Fn,ecoynlxy, .o x0) = fOnlx) f(r21x2) ... f(yulxn). (10.7)

La question qui se pose alors et qui admet une multitude d’applications, est alors de
retrouver Xj,..., X, apartirde Y3,..., Y.

Une approche particuliere consiste a calculer, de proche en proche, f(x,ly,...,yn) @
partir de f(x,-1ly1,..., Yn-1) €t y,. Dans une telle approche appelée filtrage adapta-
tif on considere généralement deux étapes :

fnlyr, .o ¥n-1) ff(xn—l»xn|y1»---»yn—l)dxn—l

IRf(xn|xn—1)f(xn—1|y1; vy Yn-1)dXp-1,

(10.8)

puis :

e ynlyr, oo ¥n-1) _ Fnlyi, oo Yu=1) f(Ynlxn)
falyr,--o ¥n-1) falyr,-o o ¥n-1) )

fxnlyr,..o,yn) = (10.9)

e Dans les cas simples, typiquement linéaires et Gaussiens, (10.9) admet
une solution analytique et on applique une méthode déterministe, le
célebre filtre de Kalman.

e Dansle cas général on doit approcher I'intégration dans (10.8) en utilisant
des tirages stochastiques. De telles méthodes sont dites filtrage particu-
laire en référence aux points, ou particules, obtenues par les tirages. Pour
ces méthodes, trés étudiée par la recherche actuelle, que vous pourrez
étudier en 2A, 'optimisation de la vitesse de convergence des méthodes
de Monte Carlo est trés importante.
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« J'ai peur en avion... J'ai toujours eu peur en avion...

Pour qu'un avion se crashe il faut une succession d'emmerdements qui
dépasse ['entendement, une loi des séries de ['emmerdement qui dépasse
toutes les lois... y compris [a loi de Murphy, [a loi de ['emmerdement maxi-
mal... Non... Pour qu’un avion se crashe il faut penser a la théorie des
tranches de gruyeres...

La premiére fois que j'ai entendu quelqu’un me parler de cette théorie je
devais avoir une dizaine d années; Un collégue de travail de mon pére a
tenté de m'expliquer pourquoi je ne devais pas avoir peur en avion :

La probabilité d’un crash aérien est équivalente a la probabilité qu’on
puisse tirer un trait bien droit qui traverserait tous les trous d’un gruyére
coupé en tranches...

J'avoue que ¢a ne m’avait pas convaincu plus que ¢a... surtout, quand
bien des années plus tard, le 25 mai 1991 a 18120, le vol I'TZ5632 Paris-
Zurich s’est écrasé... et que le collégue de mon pére était dedans...

Des fois on peut tirer des traits bien droits d travers les trous de plusieurs
tranches de gruyeére... c'est comme ¢a... ¢ 'est suisse... »

Yann Kerbec (Vincent Elbaz),
« Ma vie en l'air » de Rémi Bezan¢on
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Séance 1 - Evénements et probabilités

Exercice 1 — Formule de Bayes Séquentielle.

Considérons N évenements A d'un espace probabilisé (Q2, </, P) pour lesquels on a
P(Ni5' Ai) #0.
Démontrer la relation suivante :

N
P(ﬂ A;
i=1

k-1

(14

i=1

=P (A1) P(A2|A1) P(A3lA1NA)...P| Ak ..Pl AN

N-1
M A
i=1

Exercice 2 — Formule de Poincaré.

Considérons N événements A; d'un espace probabilisé (Q2, </, P).
1. Démontrer que :

N
P =Y P(A)—- ). P(AynA,)+..
=1

i= 1<ij<ip<N

N
U 4
i=1

N
+ (—DkHt Y P(AilmAizm...nAik)+...+(—1)N+1P(ﬂ Ai)

15i1<i2<...<ikSN i=1

2. Dans une réception, chacun des 7 invités a donné son chapeau au vestiaire et on
suppose qu’a la fin de la réception, les n chapeaux sont distribués au hasard entre les
invités.
a) Calculer la probabilité P, (A) qu’au moins 'un des invités recoive le chapeau
qui lui appartient.
b) Quelle est la limite de cette probabilité lorsque n tend vers I'infini.

Exercice 3 — Axiome de o-additivité.
Deux joueurs A et B lancent deux dés a tour de role, le joueur A commence. Ce
joueur sera dit gagnant s’il obtient lors d'un lancer un total de six points avant que B

n’'obtienne un total de sept points. B est dit gagnant dans le cas contraire.

A quel joueur le jeu est-il le plus favorable ?
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Séance 2 - Probabilités conditionnelles

Exercice 1 — Formule de Bayes - Probabilités des causes.

On considere un test médical permettant de dépister une maladie donnée dans une
population donnée. Il s’agit d'une expérience aléatoire au sens o1 ’'on ne connait pas,
a priori, le résultat du test pratiqué sur une personne de la population étudiée, ni si
celle-ci est atteinte de la maladie que I'on veut dépister. (Il faut avoir a 'esprit qu'un
test n’est pas infaillible et qu’il peut donner un "faux-positif" ou un "faux-négatif").

Une personne étant choisie, on appellera
— M ’événement : la personne est atteinte de la maladie dépistée
— T*1'événement : le test pratiqué est positif.
On notera M et T~ les événements complémentaires de M et T* respectivement.

On désire s’assurer de la qualité de ce test qui pour nous, utilisateurs, est mesu-
rée par P (M | T*)etP (M | T‘). Le test est d’autant plus fiable que ces probabilités

sont proches de 1.
Lors de la phase de développement du test, c’est par rapport aux probabilités condi-

tionnelles P(T*|M) et P (T‘ ‘M) que les médecins peuvent faire I'étalonnage.
Dans la suite, on supposera par souci de simplification que

P(1*1M)=P(T”|M) =7 ot re(0;1].

1. Quelle doit étre la valeur de r sil'on veut s’assurer que P (M |T*) = 0,95 pour
P(M)=5.107°?
2. Calculer P(M|T~). Comment interpréter ce résultat ?

Exercice 2 — Introduction a la détection, formule de Bayes.

Des symboles 0 ou 1 sont émis par une source E d’information binaire et regus par un
récepteur R au moyen de deux canaux de transmissions imparfaits. Les probabilités
d’émission sont :

P(0)=0,3 et P(1)=0,7.

N
7N 7N
O} E | [ R)» 010
"/ Y
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On suppose que les canaux de transmission peuvent étre entachés d’erreurs en
réception de facon indépendante. On supposera de plus que chaque canal est un ca-
nal binaire symétrique (i.e. les probabilité d’erreur conditionnellement au symbole
émis sont égales).

Les probabilités d’erreur (conditionnellement au symbole émis) de chacun de ces
canaux sont respectivement :

G1=10" et g, =2.10".

l-g;
0 - 0

di

-
I—g;

1. Le récepteur recoit a chaque instant un symbole de chaque canal de transmis-
sion. Il re¢oit donc un couple parmi (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) et doit prendre une
«décision », c’est-a-dire fournir un symbole 0 ou 1 au destinataire.

On décide donc de choisir le symbole qui, connaissant le signal recu, a la proba-
bilité la plus grande d’avoir été émis (regle appelée du maximum a posteriori.

Préciser la regle de décision.
2. Calculer la probabilité d’erreur globale d’'un tel systeme de transmission.

3. Que gagne-t-on a mettre en place un systeme a deux canaux de transmission ?

Exercice 3 — Sécurité aérienne.

On considere deux avions, un biréacteur B et un quadriréacteur Q.
On suppose que chaque réacteur a la méme probabilité p de tomber en panne (au
cours d'un vol). De plus, on admet que les pannes des différents réacteurs sont indé-
pendantes.
Soit X (resp Y) la variable aléatoire « nombre de réacteurs de B (resp Q) en panne
lors d'un vol ».

1. Déterminer les loisde X etde Y.

2. On estime en outre qu'un avion ne peut achever son vol que si la moitié au
moins des réacteurs fonctionnent normalement.

Indiquer suivant les valeurs de p I'avion qui offre les meilleures garanties.
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Séance 3 - Lois de variables aléatoires

Exercice 1 — Approximation de la loi Binomiale par la loi de Poisson.

On considére une suite de variables aléatoires X,, ayant une loi de probabilité Bino-
miale de parametres n et p,, = %

1. Montrer que, Y k € {0, ..., n},

Ak

nlgroloP(Xn = k) =exp —AF.
On dit que la suite de variables aléatoires X, converge en loi vers une variable aléa-
toire Y de loi de Poisson de parametre A.

2. En déduire une approximation, pour tout k € {0, ..., i}, de

n

P(X:k)z(k

)Pk(l—l?)”_k lorsque n>>1.

3. Une compagnie d’assurance assure une flotte de 500 navires dont la valeur
unitaire est de 5 millions d’euros. Le bail stipule que le sinistre que I'on prend en
considération est la perte totale d'un navire, événement dont la probabilité est esti-
mée a 0,001 pour une année. Les risques de perte des navires sont indépendants.
On appelle X la variable aléatoire ayant pour valeur le nombre de navires assurés
perdus au cours de ’année.

Quelle est la loi de X?
4. Lacompagnie regle ses indemnités a la fin de chaque année.

A combien doivent s’élever ses réserves pour qu'il y ait une probabilité égale a 0,999
que la compagnie honore ses engagements ?

5. Une autre compagnie est placée dans les mémes conditions que la premiere.
Les deux compagnies envisagent de fusionner. La nouvelle compagnie prendra en
charge les 1000 navires.

Refaire les calculs de la question 4. pour la nouvelle compagnie et interpréter le
résultat.
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Exercice 2 — Loi géométrique, loi sans mémoire.

On considére une suite d’expériences aléatoires de Bernoulli indépendantes. Celle-ci
est modélisée par I'espace probabilisé (Q2, </, P) avec

— Q=) ouQ ={a,a};
— o =[2 (Q)IV;
— P=0! Py avec Py(a)=p et Py(a)=1-p.

1.

On s’'intéresse a la variable aléatoire N constituée par I'ordre k dans la suite ou
I'événement {a} apparait pour la premiere fois.

Déterminer laloi Py de N.
(Cette loi est appelée loi géométrique de parametre p.)

. Supposons que nous n’ayons pas observé I'événement {a} a I'issu des n pre-

mieres expériences aléatoires de Bernoulli.

Quelle est alors la loi de probabilité du nombre N-n d’expériences aléatoires
représentant I'instant de la premiere apparition de {a} a partir de ce nouvel
instant origine?

. Justifier I'appellation de loi discrete sans mémoire pour la loi géométrique.

. Soit une variable aléatoire X entiere et strictement positive telle que :

P(X-n=k|X >n) nedépend pas de n.
Quelle est sa loi de probabilité Px ?

Comment interpréter ce résultat?

Exercice 3 — Loi exponentielle, loi sans mémoire.

La durée T en minutes d'une communication téléphonique est une variable aléatoire
de densité de probabilité sur R :

e PN

f) = ae_KtﬂIR+ (£), ou K estun réel positif fixé.

Déterminer a.

Quelle est la fonction de répartition F de T.

Calculer la probabilité pour qu'une communication dure plus de 3 minutes.
Quelle est la probabilité pour qu'une communication dure entre 3 et 6 minutes?
Quelle valeur de K faudrait-il choisir pour que la probabilité qu'une communi-
cation dure plus de 3 minutes soit égale a 0,12

Quelle est la probabilité qu'une communication dépasse fy + ¢ étant donné
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que sa durée a déja dépassé 1y ?
7. Comment interpréter ce résultat?
8. Etablir la réciproque du résultat précédent.
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Séance 4 - Lois et calculs de probabilités

Exercice 1 — Logarithme et loi uniforme.

Soit A € R**, soit U une v.a de loi uniforme sur [0, 1]. On consideére X = — l”/(lU) .
1. Pourquoi peut-on dire que X existe presque stirement?
2. Quelle estlaloide X?

Exercice 2 — Coiffeur.

John entre chez le coiffeur. Celui ci est occupé avec un client. La coupe dure (exacte-
ment) 30 min, et celle-ci a débuté selon une durée aléatoire uniformément répartie
entre 0 et 30 min.

Calculer la probabilité que ¢t minutes apres 'entrée de John, le coiffeur n’ait pas
fini la coupe.

Exercice 3 — Autobus et taxi.

Jane s’impatiente a un arrét d’autobus : elle décide de prendre le taxi, si un taxi
libre venait a passer devant I’arrét avant le prochain autobus.

Soient X la variable donnant le temps d’arrivée du prochain autobus, Y la variable
donnant le temps de passage du prochain taxi libre devant I'arrét. Ces temps sont
exprimés en minutes.

On suppose que

— X est une variable discréte prenant trois valeurs :
P(X—5)—1 P(X—15)—1 P(X—25)—1'
- - 4) - - 2) - - 4)

— Y suitune loi Exp(1);
— X et Y sont indépendantes.

1. Quelle est la probabilité pour que Jane attende plus de dix minutes?

2. Quelle est la probabilité pour que Jane prenne le taxi plutdot que I'autobus?

3. Quelle est la probabilité pour que Jane prenne le taxi plutdt que 'autobus, si
I'on sait en outre qu’elle a attendu plus de dix minutes?
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Exercice 4 — Bus.

John, qui arbore désormais une toute nouvelle coupe de cheveux, doit prendre
le prochain bus.

1. John est al'arrét de bus. On modélise le temps d’attente avant que le bus n’ar-
rive par une v.a. X deloi Exp(A,).

Quelle est la probabilité que John attende plus de 10 minutes?

2. John voudrait bien prendre le bus en compagnie de son amie, Jane, mais celle
ci n’est pas encore arrivée.
On modélise le temps qu’elle met pour arriver par une v.a. Y suivant une loi

Exp(Ay).

Quelle est la probabilité que John puisse effectuer le voyage avec Jane?
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Séance 5 - Fonctions de répartition et changement de variable

Exercice 1 — Changement de variables non bijectif.

On considere une famille de n variables aléatoires continues X;, X», .., X;; indépen-
dantes et de méme densité de probabilité fx sur R.
1. Montrer que
I,= inf (Xj) et S,= sup (Xi)
kefl,...,n} kel
sont des variables aléatoires continues, dont on déterminera les densités de
probabilité.

2. Calculer la fonction de répartition Fj, s, du couple aléatoire (I, S;)
(on pourra I'exprimer avec profit a I'aide de la probabilité P(I,, > x, S, < y)).

3. En déduire la densité de probabilité f7, s, .
4. Les variables aléatoires I, et S, sont-elles indépendantes?

5. On appelle « étendue » des n variables aléatoires Xi, Xy, .., X;,, la variable aléa-
toire
Rn = Sn_In.

Quelle est la densité de probabilité de la variable aléatoire R, ?
6. Calculer de deux fagons différentes la probabilité pour que la valeur prise par

la variable aléatoire X, soit plus grande que la valeur prise par les n—1 autres
variables aléatoires X pour k € {1,2,.., n-1}.

Application :
a) Quelle sont les lois de probabilité des variables aléatoires I, S, et R, et du
vecteur aléatoire (I, S,;) dans le cas particulier ou fx est la loi uniforme sur

[0,1]?

b) Examiner

lim F; , lim Fg et lim Fp .
n—oo " n—oo " n—oo "

c¢) Comment interpréter ces résultats?
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Exercice 2 — Changement de variables bijectif.

On considere une chaine moléculaire dont la longueur L est une variable aléatoire
continue admettant une densité de probabilité f7.

On note L, et L, les variables aléatoires représentant les longueurs des deux chaines
résultant d’'une rupture de la chaine initiale.

1. Comment peut-on modéliser ce phénomene de rupture aléatoire de la chaine
moléculaire, sachant qu’elle est indépendante de la longueur L de la chaine
initiale et qu’elle est due au « pur hasard »?

2. Déterminer la loi de probabilité du vecteur aléatoire (L, Ly)
3. En déduire les lois de probabilités des variables aléatoires L; et L;.
4. On se place dans le cas ou
fr(x) = A2xe M 0g 00 (%) .
a) Que peut-on dire du vecteur aléatoire (L, Ly)?
b) Déterminer la loi de probabilité de la variable Z = Inf (L;, L,) représen-

tant la longueur du trongon le plus court.
c¢) Comparer cette loi de probabilité a celle de L; et de Lj.
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Séance 6 - Espérance

Exercice 1 — Calculs d’espérances et de variances.

1. Soit X une variable aléatoire de loi de Bernoulli 4(p), p €]0;1[.
Calculer E[X] et Var (X).

2. Soit S une variable aléatoire de loi binomiale %(n, p), p€]0;1[, neN*.
Calculer E[S] et Var (S).

3. Soit Y une variable aléatoire de loi de Poisson #2(1), A €]0;+ool.
CalculerE[Y] et Var (Y).

4. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0;1] 2/ ([0;1]).
Calculer E[U] et Var (U).

5. Soit V une variable aléatoire de loi uniforme sur [a;b] % ([a; b]), a,b€R.
Calculer E[V] et Var (V).

6. Soit T une variable aléatoire de loi exponentielle &(A), A€ R**.
Calculer E[T] et Var (T).

7. Soit N une variable aléatoire de loi normale A (u, 0?) avec pLeRet o?eR*.
Calculer E[N] et Var (N).

Exercice 2 — Une évaluation de la fiabilité.

On considere un systeme S réalisé a partir de deux éléments E; et E».
Plusieurs configurations sont envisageables :

— Connexion série : S fonctionne si et seulement si E; et E; fonctionnent.

— Connexion parallele : S fonctionne si et seulement si E; ou E, fonctionne(nt).

— Connexion stand-by : S fonctionne tant que E; fonctionne. Lorsque E; tombe
en panne, E, prend le relais et S fonctionne tant que E, fonctionne.

Sachant que les instants de panne T; et T» de E; et E> sont des variables aléatoires
exponentielles indépendantes de moyennes respectives v; et v,, comparer la fiabilité
des trois systemes en calculant dans chaque cas, I'espérance de la variable aléatoire
T caractérisant I'instant de panne de S.

Exercice 3 — Loi de probabilité Log-normale.

On considére une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est une loi normale
A (p,0?) de moyenne p et de variance o2 :

_lxzHy2
2( o ) .

fx) =

e
ovV2n

On effectue le changement de variable : Y = exp (X).
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. Déterminer la loi de probabilité (appelée loi de probabilité Log-Normale de
parametres ypeto de Y.

. Calculer E[Y].
. Calculer Var (Y).
. Calculer le mode et la médiane de Y.

. Quelle est la loi de probabilité de Z = zy + Y (appelée loi de probabilité Log-
Normale généralisée de parametres zy, u et o).

. On fait 'hypotheése que cette loi de probabilité modélise le revenu mensuel
d'une personne prise au hasard dans une population observée donnée.

Déterminer les valeurs des parametres zy, u et o sachant que sur les 1000
personnes observées :

— la moitié a des revenus inférieurs a 2000€;;
— 159 gagnent plus de 3000€;
— 159 gagnent moins de 1500€.
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Séance 7 - Loi normale et vecteurs gaussiens

Exercice 1 — Loi de probabilité Log-normale.

On considere une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est une loi normale
N (p,0?) de moyenne p et de variance o2 :

M

fx) =

On effectue le changement de variable : Y = exp (X).

1. Déterminer la loi de probabilité (appelée loi de probabilité Log-Normale de
parametres peto de Y.

2. Calculer E[Y].
3. Calculer Var (Y).
4. Calculer le mode etla médiane de Y.

5. Quelle est la loi de probabilité de Z = zy + Y (appelée loi de probabilité Log-
Normale généralisée de parametres zg, p et o).

6. On fait 'hypothese que cette loi de probabilité modélise le revenu mensuel
d’une personne prise au hasard dans une population observée donnée.

Déterminer les valeurs des parametres zp, u et o sachant que sur les 1000
personnes observées :

— la moitié a des revenus inférieurs a 2000€;
— 159 gagnent plus de 3000€;
— 159 gagnent moins de 1500€.

Exercice 2
X1 1

Considérons le vecteurs gaussien X =| X, | de moyenne mx =| 0 |etde matrice
X3 0

211
de covarianceXx=|1 2 0].
1 01
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[—

. Quelles sont les lois de X, et de ( ;1 )?
3

2. X, et X3 sont-elles indépendantes?

w

. Quelle estlaloi duvecteur Y = ( ! ) avec {

5=

Y; et Y5 sont-elles indépendantes?

Exercice 3

- . . X
Considérons le vecteurs gaussien centré Z = ( y ) tel que

— E[X?]=4;
— E[Y?]=1;
— 2X+Y et X—3Y sontindépendantes.

1. Quelle estlaloide Z?

2. Quelle estlaloi de ( X+Y )?

2X-Y

Exercice 4

Considérons deux variables aléatoires (v.a.) indépendantes X et Y.
— X est une v.a. normale centrée et réduite,
— Yestune v.a. discrete telle que

P(Y=1)=P(Y=-1)=0,5.

[—

. Quelleestlaloide Z=XY?

2. Calculer Cov (X, 2).

o2

X . .
7 est-il un vecteur gaussien?

4. X et Z sont-elles indépendantes?
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Séance 8 - Espérance conditionnelle

Exercice 1 — Variables Discreétes.

Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires discretes de loi :

e—ZJL/lm
D)
P{IX=mY=n}=——"Nyu=n, (mn)eN-,
n'(m-—n)!

ou A est un nombre réel positif donné.

Déterminer les lois conditionnelles et les espérances conditionnelles E[Y/X] et
E[X/Y].

Exercice 2 — Couple de Poisson.

Soient X; et X» deux variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de pa-
rametres respectifs 1; et A, réel strictement positifs. On pose Y = X + X».

Calculer E[Y/X;].

Exercice 3 — Variables continues.

On considere un couple (X, Y) de variables aléatoires réelles continues de densité :

1 _ X
fry ()=~ 0D 1 () (xy) R

1. Calculer les lois marginales.
2. Calculer les lois conditionnelles et les reconnaitre.
3. En déduire les espérances conditionnelles E[Y/X] et E[X/Y].

Exercice 4 — Estimation d’un signal.

On suppose qu’un signal d’intensité s émis en A est recu en B avec une intensité
normalement distribuée, de moyenne s et d’écart-type op. On modélise donc le
signal émis en A par une variable aléatoire normale S de moyenne m et d’écart-type
0 4 et le signal observé en B par une variable aléatoire R.
1. Déterminer la meilleure, approximation ¢ (R) de S au sens de l'erreur quadra-
tique moyenne.
2. Calculer E [¢ (R)] et en déduire E [R].
3. Calculer les expressions limites de I'’estimateur ¢ (R) lorsque 04 >> op et
04 << O0B.
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Exercice 5 — Couple gaussien.

4/3 -1
Soit (X, Y) un couple gaussien centré de matrice de covariance X = ( 11 )
1. Calculer E[X/Y — X].

2. Endéduirelaloide E[X/Y — X].
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Séance 9 - Fonctions caractéristiques et convergence

Exercice 1 — Fonctions caractéristiques.

1. Déterminer les fonctions caractéristiques des lois de probabilité suivantes :
(a) binomiale de parametres n et p,
(b) poisson de parametre A,
(c) exponentielle de parametre A,
(d) normale centré réduite, puis A (u, o),
(e) uniformesur]-1,1].
2. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de fonctions caractéris-
tiques ¢ x et ¢y .
(a) Déterminer la fonction caractéristique de aX + b ou a, b € R.
(b) Déterminer ¢px .y en fonction de ¢x et Py .
3. En déduire les lois des v.a. suivantes :
(@) X+Y ou X et Y sontindépendantes de lois respectives %8(m, p) et B(n, p),
(b) X+ Y ou X et Y sont indépendantes de lois respectives P(A) et P(u),
(c) oX + mou X suit une loi A4(0,1),
(d X-Y+2ZouX,Y et Zsontindépendantes de loi A (0, 1).

Exercice 2 — Méthode de Monte-Carlo. 1. Soit X;, une suite de variables aléa-
toires indépendantes suivant des lois uniformes sur [0, 1] et une fonction f
mesurable bornée sur [0, 1] (une fonction continue par exemple). Calculer pour
la convergence presque-stre

lim fX)+ n +f(X)

2. En tirant des points uniformément dans un carré [0, 1]2 trouver une méthode
pour approximer 7 et démontrer sa validité.

Exercice 3 Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de carré intégrable,
de méme loi et centrée. Soit ¢ leur fonction caractéristique commune. On suppose
que la variable aléatoire 22X a méme loi qui X et Y. Montrer que ces variables sont

nécessairement de loi normale.

Exercice 4 — Application non probabiliste d’un théoréme probabiliste. On rappelle
que X suit une loi de Poisson de parametre A > 0 noté 22(A) si pour tout k € N
P(X = k) = e *A OnaE[X] = A et Var[X] = A,
1. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi Poisson de parametre
respectif A et u. On pose Z = X + Y. Calculer P(Z = k) et en déduire la loi de Z.
2. Soient Xj,..., X,; n variables aléatoire indépendantes de loi de poisson de
parametre 1. Donner laloi de S, = X; +--- + X, et préciser P(S, = k). Calculer
P(S, < n).
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3. D’apres un théoreme du cours donner la limite en loi de Z,, = S:‘/_ﬁ"

la variable aléatoire limite Z. Donner la limite de P(Z, < 0) quand 7 tend vers
I'infini. .
4. En déduire la limite de e™" ¥} _, 7.

. On notera
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Séance 10 - Convergence de variables aléatoires

Exercice 1 — Sondage présidentiel.

Une semaine avant le second tour d’'une élection présidentielle, on effectue un
sondage dans une ville réputée représentative de I'opinion nationale.
Sur les 10000 électeurs de cette ville, 5002 se sont prononcés en faveur du candidat A.

Sachant que la population nationale comporte 42 millions d’électeurs, calculer la
probabilité pour que A soit élu.

Exercice 2 — Rando proba.

En terrain plat, un pas mesure en moyenne 80 cm avec un écart-type de 4 cm.
A partir d'un méme point, Jane et John font chacun 1000 pas dans la méme direction.

Quelle est la probabilité pour qu’a I'arrivée, la différence entre les distances par-
courues par les deux amis soit inférieure a un metre?

Exercice 3 — Proba et nombres dyadiques.

Considérons une suite X, de variables aléatoires discretes indépendantes :

1 1) 1
XnE{O;Z—n} avec P(ano):p( nzz_")ZE'

On définit alors la suite de variables aléatoires :

n
Up=)_ Xp.
k=1

1. Montrer que la suite de variables aléatoires U,, converge en loi vers une va-
riable aléatoire U de loi de probabilité uniforme sur [0,1].

2. U, converge-t-elle presque stirement vers une variable aléatoire U de loi uni-
forme sur [0,1]?

3. Interpréter et commenter ce résultat.
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Exercice 4 — Densité triangle.

Une variable aléatoire continue X a une densité f(x) représentée graphiquement
ci-dessous.

Je)

0 1

1. Calculer et tracer la fonction de répartition de X.

2. Déterminer sa fonction réciproque et en déduire un procédé de simulation de
réalisations de X.

3. Soient U et V deux v.a.i.i.d de loi uniforme sur [0;1].
Quelleestlaloide Y=U+V?

4. Proposer une autre méthode de simulation de réalisations de X.
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Approfondissement - Simulation de variables aléatoires

Exercice 1

De nombreuses simulations exigent la génération d'un couple de variables aléa-
toires gaussiennes (X, Y) indépendantes, d’espérances mathématiques respectives
Ux et py, et d’écarts types respectifsoy etoy.

On propose ici une méthode qui nécessite un générateur de variables aléatoires
indépendantes de loi de probabilité uniforme sur [0;1].

1.

Soient donc X et Y des variables aléatoires indépendantes de lois de probabilité
respectives A (ux, ai) et AN (uy, U%,), et des variables aléatoires © et R définies
par:

X=pux+0oxRcos(®) et Y =puy+oyRsin(O)

avec R>0et0O € [0;27].

Déterminer les densités de probabilités fr(r) et fo(0) apres avoir calculé
fro(r,0).

Quelles remarques peut-on faire sur ces lois de probabilité?

Les variables aléatoires R et © sont elles indépendantes?

. Déterminer des changements de variables aléatoires R = h(U) et ® = g(V), U et

V étant des variables aléatoires indépendantes de loi de probabilité uniforme
sur [0;1[, de telle facon que le couple de variables aléatoires (R, ®) ait la densité
de probabilité fr ¢(r,0) obtenue a la question 1.

. En déduire que les variables aléatoires définies par :

X=ux+oxVv-2InU)cos2nV) et Y =puy+oyv—-2In(U)sin(2nV)

satisfont I’objectif visé.

. En déduire une méthode de génération d'une suite de variables aléatoire X,

indépendantes et de loi normale A (y, 02) a partir d'une suite de variables U,
indépendantes et de loi de probabilité uniforme sur [0;1].

Exercice 2

Considérons la loi de Cauchy de densité définie sur R par :

1 1
VxeR, X)=— .
g ml+x2
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1. Vérifier que g est bien une densité de probabilité et donner I’expression de sa
fonction de répartition G.

2. En déduire une méthode de simulation de réalisations de cette loi.

3. Soit f la densité de la loi normale centrée réduite. Montrer que ’on peut uti-
liser g pour simuler des réalisations de la loi normale centrée réduite par la
méthode d’acceptation-rejet.

(Pour cela on cherchera M tel que Vx € R, f(x) < Mg(x) et on exhibera, de
préférence, la valeur de M minimisant la probabilité de rejet).

4. Proposer une méthode permettant de simuler des réalisations d'un mélange
de deux variables aléatoires de lois normales A (u;, 0%) et N (U, Ug) en pro-
portions égales.

Exercice 3

L objectif de cet exercice est de proposer une méthode stochastique de calcul numé-

rique de l'intégrale :
27 qi
o [
0

vV1i+x

La représentation graphique de la fonction

sin(x)

f@ ==

, Xx€[0;2m]

est donnée ci-dessous.

0.8

0.6

04F

02}

Odf

06 i
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1. Exprimer [ sous la forme d’'une espérance.

2. Proposer une méthode de Monte-Carlo permettant le calcul de I et détailler
les différentes étapes du calcul.
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Soutien

Exercice 1

On considere un groupe de personnes. Parmi ces personnes figurent des médecins
(8%), des profs de maths (15%), et des gens normaux (77%).

C’est bien connu, les profs de maths écrivent trés mal mais dans ce domaine ils
sont battus par les médecins, qui écrivent encore plus mal. Ainsi 50% des profs de
maths écrivent de facon illisible, mais cette proportion atteint 70% des médecins.
Quand aux gens normaux, seuls 30% écrivent de fagon incompréhensible.

On considere un mot écrit par une personne du groupe.

1. Quelle est la probabilité que ce mot soit illisible ?

2. Le mot est en effet illisible. Quelle est la probabilité qu’il ait été écrit par une
main noble? (c’est a dire par un prof de math)

Exercice 2

On considere une maladie dont est atteinte 1% de la population.
Si on est malade, on meurt avec la probabilité 0.5. Il existe un traitement contre
la maladie, qui fait qu'un individu malade et traité n’a plus que 10% de chances de
mourir. Le test de dépistage permet de détecter 80% des malades, mais désigne aussi
a tort 3% de personnes saines. Or si une personne saine est traitée, elle meurt dans
2% des cas.
1. Sion n’effectue aucun test de dépistage, quelle est la probabilité de mourir de
cette maladie?

2. On décide de procéder a un dépistage généralisé et a un traitement des indivi-
dus désignés comme malades. Quelle est la probabilité de mourir dans ce cas?
(a cause de la maladie ou du traitement )

| Exercice 3

Un quart d'une population a été vaccinée. Si on est vacciné, on tombe malade avec
une probabilité de 1/20. Parmi les malades, il y a 4 non-vaccinés pour 1 vacciné.
Quelle est la probabilité pour un non-vacciné de tomber malade?

Exercice 4

Jane doit se rendre a la poste. Le temps qu’elle passe a attendre dans la queue suit
une loi exponentielle de parameétre /;. Le temps qu’elle passe au guichet suit une loi
exponentielle de parametre [,.

Jane attend un appel téléphonique tres important de son voisin John. Le temps
qu’elle doit attendre avant que son téléphone ne sonne suit une loi exponentielle de
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parametre /3. On considere que ces trois phénomenes aléatoires sont indépendants.
Quelle est la probabilité que Jane ne puisse pas répondre a I’appel de John parce
qu’elle sera encore a la poste?

Exercice 5

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois exponen-
tielle de parametres respectifs a et b.
Quelleestlaloide Z=X+Y?
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